














本 书 是 为 概率 论 专业 硕 博 连 读 生 编 写 的 教材 ， 并 且 已 经 专 届 
教学 的 实践 . 本 书 以 介绍 现代 蒜 论 与 随机 积分 为 基本 内 容 ， 进 而 
讨论 Wiener 过 程 汉 沙 与 扩散 过 程 汉 孙 的 结构 , 最 后 介绍 育 应 用 价 
{ЕНУ Kalman-Bucy 滤波 与 非 线 性 滤波 、 内 播 与 外 推 等 内 容 ， 作 次 
例子 也 讨论 到 随机 分 析 在 数理 金融 中 的 某 些 应 用 . 

预备 知识 ; 条 件 期 望 与 离散 时 间 谣 是 为 读本 书 打 基础 的 内 容 ， 
主要 介绍 测度 论 基 础 上 的 条 件 期 望 概念 与 经 典 ( 离散 ) Sie kE. 

第 一 章 连 续 时 间 革 ， 是 现代 蔷 论 的 主要 内 容 ， 同 时 介绍 过 各 
的 可 选 ， 可 料 投影 ， 简 略 地 介绍 测度 的 投影 ， 这 些 都 是 后 续 内 容 
的 基础 

第 二 章 随机 积分 ， 从 可 料 过 程 对 12 骸 的 随机 积分 开始 , 逐步 
深入 到 对 一 般 适 应 过 程 的 随机 积分 . 对 平方 变 差 过 程 的 介绍 ， 我 
们 只 局 限于 连续 局 部 蒜 的 情形 ， 这 样 散 的 原因 是 篇 幅 与 教学 时 数 
的 限制 . 

第 三 章 Ко 公式 与 Girsanou 定理 ， 它 们 是 随机 分 析 的 重要 工 
其 ，Girsanou 定理 给 出 的 测度 讨 变 换 在 现代 数理 金融 学 中 有 重要 
的 意义 .我 们 在 股票 市 场 与 等 价 拷 测 席 1 PETRA, RHE 
可 以 使 读者 较 早 地 看 到 它们 的 应 用 . 

第 四 章 随 机 微分 方程 , 讨论 了 随机 微分 方程 的 强 解 和 弱 解 , 以 
及 仿生 分 方程 概率 解 问题 ， 书 中 还 介绍 作者 提出 的 解 一 类 随机 微 
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分 方程 的 方法 , 最 后 的 一 节 也 是 作者 本 人 的 成 果 , 它 表 明 Feynman- 
Кас 公式 不 但 可 以 给 出 热传导 方程 解 的 概率 表示 ， 而 且 借 助 概率 
的 方法 还 可 进一步 给 出 解析 解 。 而 热传导 方程 的 Cauchy 问题 在 
现代 数理 金融 学 的 期 权 定 价 中 有 重要 的 意义 ， 

第 五 章平 方 可 积 款 与 Wiener Z RHA, 本 章 主 要 讨论 平方 
可 积 扣 以 及 局 部 鞍 的 随机 积分 表示 ， 进 一 步 讨论 某 些 Winner ZZ 
p, 扩散 过 程 汉 函 的 结构 $1.5 介绍 了 蓝 得 诺 内 尔 经 济 奖 的 著名 的 
Black-Scholes 公式 ， АТТА Н 1 ОЙБАЙ К aE EE Б Feynman- 
Кас 公式 . 

第 六 章 Ho 过 程 与 扩散 过 程 测度 的 绝对 连续 性 ， Ito 过 程 ， 
扩散 过 程 ， Wiener 过 程 可 在 连续 函数 空间 诱导 出 相应 的 测度 ， 以 
Wiener 测度 为 基准 ， 本 章 讨论 这 些 测度 关于 Wiener 测度 的 绝对 
连续 性 以 及 Radon-Nikydom 导数 ， 为 凄 波 理论 黄 定 基础 ， 也 是 过 
程 统 计 的 基础 . 

第 七 章 滤波 理论 及 其 它 应 用 ， 主 要 介绍 一 般 的 非 线 性 滤波 理 
论 ， 同 时 也 讨论 到 内 播 ， 外 推 问题 . 这 对 一 般 的 数据 处 理工 作者 
是 有 应 用 价值 的 .在 这 里 ， 我 们 只 讨论 连续 时 间 的 情形 ， 对 于 应 
用 更 实际 的 是 离散 时 间 ， 此 时 随机 微分 方程 需 用 随机 差分 方程 来 
代替 ， 在 这 方面 已 经 有 许多 专著 可 供 和 参考. 

随机 分 析 的 内 容 非 常 丰富 ， 作 为 教材 ， 我 们 只 能 选择 最 基础 
WAR. 由 竹 水 平 的 限制 ， 也 由 于 篇 幅 的 限制 ， 挂 一 漏 万 在 所 难 
免 ， 敬 请 各 位 读者 批评 指正 ， 
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2 定义 为 

O НЕНУЕ 

sgn(z) z WAAR 

а.е. 关于 Lebesgue 测度 的 几乎 处 处 

ав. 关于 概率 测度 的 几乎 处 处 

dP хал-аз. 关于 概率 与 Lebesgue 测度 乘积 的 几乎 处 处 
No ФӘ Ж N U10) 

No=No U {оо} 

QQ, 有 理 数 ， 非 负 有 理 数 集合 

R R, 实数， 非 负 实数 集合 

R+ = Rr {оо} 

R? 4d 维 实数 空间 

С" n ROR 

(Ст, Вт) [0,7] Бра Ит И] Ж == 8] 
4* ЖЕРГ ВЈ Е 

XEbF 大 可 测 旦 有 界 

207) 所 论 停 时 (只 取 有 限 多 个 值 ) 的 全 体 

љ AREE 

F, 前 事件 的 o 代数 (51.2) 





У, 严格 了 前 事件 的 c 代数 (1.47) 

тг Е rE F БА 

[7], [7,9], (r. e] РНР, KEELEE] 

ZÉ ШКЕ ЕРЕ о 代数 

О T[ о 代数 

Р п о 代数 

D 循序 о 代数 

5 可 测 的 适应 过 程 类 

£ РЕЩ 

R рж (1.30 定义 ) 

с(с.), а(т.с.), Ч.о.) (ета) 分 别 表示 由 适应 的 连续 ， 右 过 
续 ， 左 连续 ， 左 连 右 极 过 程 产生 的 с 代数 

M 平方 可 积 团 空间 

mM， [0,7] 上 平方 可 积 蔷 (ch.5) 

Mie 连续 局 部 蒜 全 体 

р 局 部 平方 可 积 著 空间 

пм: 由 右 连 续 І? АЧЕН Т Doleans 测度 ($2.2) 

Ciu DR x N, P, Hm) 

A2(W, М) = {x e W : vt e R. | ToX дим < х}. 其 中 


W 表示 某 过 程 类 
t 

X € Ё = w, | |X lds < со 
Ü 
š 

хед. — wi, | Х ds < оо 
0 


X € бү (W) = X € W, 存在 M 的 局 部 化 停 时 列 {тк}, 


ah чыз he re es me PE Lana i w с. 


-i сл адн e А MB е сша. ым 


使 得 Toz X E A2(W, M) 


Z,(é) Š exp { f (ав, — 500) ds} ыр 

C%(R) R ЕВ Ж@ ЖЭКИ ЕКЕЖ 

DIR) CPR) РЕ fE F ИГЕ — ВОВКА АЕ 
拓扑 空间 

D*(R) D(R) 上 连续 线性 活 函 ， 即 广义 函数 全 悼 (93.5) 


预备 知识 ЯРАН ЫНАН] ГЫ] 


本 章 的 内 容 是 作为 预备 知识 引入 的 , 有 些 证 明 可 参考 文献 [3]. 


01 条 件 期 望 


条 件 期 望 是 现代 概率 论 的 基础 概念 ， 也 是 靳 论 的 基 页 . 
由 初等 概率 论 知 道 ， 如 有 果 (Q.,7Z, P) 为 一 个 概率 空间 ，4,B € 
Z, 称 为 是 事件 ， 如 果 P (B) > 0, WPR 


P (AB) 


P (AID) = "Бер; 





为 在 事件 B 发 生 条 件 下 的 条 件 概 率 ， 条 件 概率 POB) 仍然 是 可 
测 空 间 (f2, F) 上 的 概率 测度 . 设 为 可 积 的 随机 变量 ， 我 们 自然 
Ж 


E(élB) = / £ аР(ыВ) 
为 关于 条 件 概率 Р (IB) 的 条 件 期 望 ， 容 易 证 明 
E (EIB) = тту; | 642 0—1) 


事实 上 ， 当 《 = I4(w) 时 ， 由 定义 上 式 左边 就 是 PAJB), 而 右边 
юж "Бер, 两 者 相等 ， 从 而 易 知 (0 — 1) 式 对 为 简单 函数 是 
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ЗЛ Ну, ЕҢ ЖИЛ ЛИНЕ En АП, Т ЗЕЛА ИГИН ЕХ 
成 立 ， 最 后 得 到 (6 一 上) 式 对 一 般 的 可 济 阔 数 成 并 . 
WE G = {В, В}, 是 一 个 o 代数 ， 我 们 定义 


E (£|B), wEB 


E (EIG) w) = | 
Е(1В°), we B° 


这 样 FE (£]G) 便 是 一 个 9 可 测 随 机 变量 ， 而 且 洪 足 
VA e g, J =«0)ар = /tar 


我 们 称 EEG) 为 随机 变 基 关于 о 代数 © 的 条 件 期 望 
Чо 代数 8 = olBn,n 2 1), HP (B. : n 2 1) 是 人 0 的 一 个 


可 测 分 割 时 ， 我 们 可 知 : 
EEO = > БӨ l. EAP Льо) 


为 随机 变量 £ 关于 т 代数 乡 的 条 件 期 望 . 进一步 的 推广 就 是 下 面 
的 定义 . 

OLIEN W (0, 工 , P) 为 概率 空间 ，9 为 Z BJ f о 代数 (也 
BU Ç еМ НОС Z) 为 数学 期 沁 存 在 的 随机 变量 ， 一 个 


可 测 随机 变量 ? Я Е: 


vÀ € 8, тар = f ар (0 — 2) 
А А 


ШЕК р H EXT 9 WAE, 当 £ = ТА), À € Z, ШЕК EEG) 
为 A X F Ç 的 条 件 概 率 ， 并 记 为 P(A). 


Radon-Nikodym 定理 保证 了 上 述 条 件 期 望 ”的 存在 性 . 事实 
上 ， 对 尾 意 的 AEG, 


„(Ау = J. rap 


是 如上 的 符号 测度 , 日 关于 Р WIE. 因此 由 Radon-Nikodym 
EH, FÆ Radon-Nikodym 导数 n = А 于 是 УА Є Ç, 


f nar =v(4)= | &4Р 
{2 О 


由 定义 看 出 条 件 期 望 EG ЗЕ БЕВ Е £ EGH 
每 个 可 测 子 集 上 按 概率 测度 的 平均 ( 称 之 为 平滑 性 ), 特别 当 С = 
oinn 为 随机 变量 ， 则 记 E (EG) = E (En). 容易 看 出 ， 条 件 期 望 
是 括 乎 处 处 确定 的 ， 因 此 有 关 条 件 期 望 的 性 质 也 是 ав. 成 立 的 . 

条 件 期 望 具 有 下 面 的 手 质 : 

0.2 定 理 

[1)E(o£ + 210) = 216) + 86010) AF o,f 8 R, HRE 
E (e€ + Bn) 存在 . 

(2)E [E (516) = E (£) 

(3) # £ 22 Ç 可 测 ， 则 EEG) = €. 

(4) Ж ES o 代数 独立 ， 则 


E (EIG) = ЕЕ) 
(5) ж бз ж о ОСТ o 代数 ， 则 


Е (Е (10)161) = E (|6) (0 3) 


(6)(Jensen 不 等 式 ) Ж РЕ R БЕЈ TEAS. MU 
f(E EIGD < E GOIS) 0—4) 


0.3 条 件 期 望 的 极限 定理 
(1) 条 件 期 望 的 单调 收 诚 定理 : F, сав, Н E£ 存在， 则 


在 {Е(&\бу > —ос} E, 
ESIE) = lim Е) (0—5) 
HMHE, E En l as. Н БЕ fE, ME {Е (EG) < ool 上， 


E (EIG) = lim Е( (0 — 6) 


(2) (ХЛИ Fatou 引 理 ; 6, < ñ as. Н E (Tm én) 
FE, WE 和 E(&1|8) < оо} E, 

Е (16) > Tim E(€,1g) 0-7) 

ЖШН, # En 2 бах. Н Е( lim £n) FE, MHE {Е(&Д\|®) 


> ~c0} Е, 
Е( lim 619) „іт Е (£a |) (0—8) 
(3) 条 件 期 望 的 控制 收 训 定理 ， Æ |El S 8 а.в. АА, Н. 
En ESP 则 在 和 EE(&119) < co) 上， 
Ша Ellén — &16) = 0 (0 — 9) 


О.А ЕЕРЕЕ Н 为 一 致 可 积 族 ( 简 记 为 ui.) 是 
指 ， 
Дип рем f аР = 0 


rp 





显然 ， 如 果 对 某 个 r+ > l ,supeew Ë E < co, W u 为 一 致 可 积 


可 以 证 明 ， U 为 一 致 可 积 族 的 充 要 条 件 是 : 
(1)вир, ем Е || < оо; 


(2)Ve > 0,28 > 0, 对 一 切 满足 P(A) < 5, A 
зарем 上 аР < e 


应 用 一 致 可 积 性 ， 我 们 可 将 Fatou 引 理 椎 广 . 
0.5 推 广 的 Fatou 引 理 


ай) Ж (хра B E (Hm Xn) 存在 则 


Е ( lim Xn) > lim EX, (0 — 10) 
Ті D 


Tt k CX 


(9) Ж {Хг}. E. E ( lim Xa) ЖЕТЕ. 3 


E (lim, Xn) < lim EX, (0—11) 


证 明 我 们 只 证 (1). 如 X, < a < ос, ДНН Ж В Fatou 引 
理 知 ， (0—10) 式 成 立 ， 对 于 一 般 情形 ， 取 a > 0, 由 于 


ЕХ, - Е(Х„ ла) = Í (X, о) < f XT dP 
X. >a XT >а 


H {Хх}, XF e > 0, о 充分 大， 可 使 上 式 右 端 对 n 一 臻 地 小 
+ є. 因而 


Yn € No, E(X I Aa) 2 ЕХ, —€ 





a лее р тыц У 1 а ъало а. расой та Аты пасла арага 


Le 


тш 





9 
于 是 
(ЖЕ) > (дол) 
> lim E(Xn Аа) 2 Шт EX, — є 
Ti— x< пу 
H e 的 任意 性 ， 定 理 得 证 . Г] 


注意 ! 有 反例 表明 对 条 件 期 望 疫 有 相应 的 定理 . 

由 此 得 到 

0.65 ¿20 < X, > X. R. Yn, ЕХ, < со, Ш EX, > 
ЕХ < {Xp} ui.. 


证 明 ”充分 性 ， 对 X, 及 一 Xn 应 用 推广 的 Fatou 引 理 ， 得 


EX =< lim EAn lim EX, < EX 
Y t= 00 


由 {Xah ui 可 得 Е|Х| < оо, 所 以 ЕХ = lim ЕХ,. 

必要 人 性: Ym E No [B : Р(Х = b) 2 m) JARE, i 
B= (b: P(X =b) > 0} 为 至 多 可 列 集 ， Vag B, 8 X, Ix, <a) 一 
Хухсву 显然 {XnIx,<ayl 仍 基 一 致 可 积 ， 上 从 而 由 充分 性 的 证 
НҢ, 


/ X nF 一 хаР 
(X. <a) (X <) 


于 是 对 a # B, [у ъа ХаР > Гуа) ХаР. 对 任意 的 e> 0, 6 
о € B ERIR, WE Jesa X < 6/2, EF № 充分 大 ， 使 得 
Yn = No, 有 


Х„АР < Í X dP + e/2 
(Жа Zaa) (X Zao) 
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而 对 有 限 个 п © No, 取 ат 2 Фо, 可 使 Хох, >а) An dP < е. 这 样 
1—60] a > ar.0 < Jx, zo XndP <e, {Xn} 的 一 致 可 积 性 得 证 . 


Г] 


应 用 最 多 的 是 
0.7 推 论 Æ X, > X, H (Xi Ш ЕХ, — X] — 0. 
设 p > 1, MILEH (faha c R, 属于 17, АН Va € 


Т,Е |Р < оо. 如果 sup, E |£]? < оо, 则 称 它 为 L? 有 界 的 ， 如 果 
存在 随机 变量 є, 使 得 lim Е|& — E = 0, ШК (Ca) 是 Lr iat 


В, 


H, 


并 记 为 名 “э. 

0.871 КК ЛИНЕ i (En) 为 可 积 随机 变量 序列 ， £ 为 随机 变 
Ea DER X, = 5 则 下 列 条 件 等 价 : 

(ва 25 E 

(Den — E Н (6) = £ 

(3)&, — € H Е|&„| > Е < co. 

证 明 ” 见 文献 [3]р189 定理 5.4. 口 
为 了 下 面 讨论 L? RHEE, REE 

0.917 收敛 原理 ük р> l L 序列 依 概率 或 as. KARREN 


变量 X 则 下 列 事实 等 价 : 


(D) x, = x; 

(2)4| X, ЈР} 一 致 可 积 ; 

(3) lim E(|X,|) = Е (|Р). 

进而 ， 如 果 下 列 条 件 之 一 满足 ， 则 上 述 的 (1) (3) 成 立 : 
(1) sup, E (Х|) < co, q ÆT p < q < оо; 

(2) 存在 Y € FP, 使 得 Yn € No, |Xn] < Y. 
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证 明 ”定理 的 前 一 部 分 是 Л 收 襄 原理 的 推论 ， 而 后 一 部 分 
两 个 条 件 均 可 导出 {Xal} 一 致 可 积 . 口 

在 条 件 期 望 定义 0.1 中 , 我 们 只 要 求 五 上 存在, 这 样 的 条 件 期 
H 五 人 8) 只 是 G 可 测 函 数 ， 可 以 取 无 穷 为 值 . 但 由 Ridon-Niky- 
dom 定理 , WÈ YA € G r(A) = J S dP 为 = 有限, 则 所 定义 的 条 
件 期 望 E (516) 便 а.в. 有限 . 我 们 称 上 关于 Ç 为 o р, Ш 
E 9. E G, 0. Т9, 1815 Eltion, < оо. ЖАТР EEK rA 为 
s Ж, 因此 条 件 期 望 Е(&|0)а.з. SER. 对 于 这 样 的 条 件 期 望 ， 定 
JH 0.2 仍然 成 立 . 此外， 读者 还 可 证 明 (参考 文献 [1] 2 1.19 ). 

0.10 定 理 设 随 机 变量 Е 20n 1, XF GA о 可 积 . 

п) E £, t £, ШЕЖЕ О о 可 积 当 且 仅 当 lim E (Elg) < 


со, H 
E |G) = Дип E (Sal) а.в. (0 — 12) 


(2) # lim 6, 关于 9 为 o 可 积 ， 则 
Jim (5.16) > El lm 6.16). (0 — 13) 


0.11 定 理 EXT G Hoani, neg Has AWR, M) £p 
关于 98 ус Е, H 
EEn G) = 789) (0 — 14) 
0.12 定 理 (Bayes ЖИ) 设 Q ES P 等 价 的 概率 测度 ， G 
为 Z BS f о (90, Ха 0 РГЕН, N 


(0 — 15) 
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这 里 Ко(Х]|©), 表示 关于 概率 测度 Q 的 条 件 期 望 . 
证 明 Жі, 


d 
с—-%0 „шко 


容易 验证 了 > Gas, ЖЕНА £ Ç, 我 们 有 


J XaP = f| хао 


= 人 Eo(X|g)dQ 

= J EoD EaP 

= f Ео(Х|д)лар 
А 


(1 22) 式 得 证 . 口 
下 面 的 定理 将 在 $4.2 中 用 到 
0.13 定 理 说 8 为 大 的 子 a 1099, (2,0) J Borel 可 
测 函 数 ， 使 得 下 面 的 (0—16) 式 有 意义 ,而 X 为 8 [ШИЛ 
Ж. 那么 对 于 任意 的 随机 变 基 У, 我 们 有 


Elg(X,Y)9] = El[o(z, Y)|]|, x (0 — 16) 


+», ЖҮ 5; G 独立 ， 则 


E|g(X,Y)|8] = E[g(z, 站 


m= x 

证 明 ШЖ (Х,У) = ТА(ж)Їв(у), 则 由 定理 0.2 Z (3), AA 
(0 一 1 成立 . ЯНЕ НЕН] р НГ РА ВЈ, 由 
通常 的 单调 类 方法 便 可 得 证 . 口 








80.2 ”离散 时 间 拷 


逻 论 是 近代 概率 论 的 基础 ， 著 (Martinggale) 的 法 文 含义 是 倍 
赌 策 略 ， 含 有 公平 赌博 的 意 轧 . 

A RRt Ну ЖЕР. ТЫ, ЖК Ж ШЕР. 

设 (О,Т,Р) ARETE, {Fn : n > OY 为 Z ОНОН] L rT 
о 代数 列 ， 称 可 测 函 数 序列 {Xn : n Ор 为 适应 (可 测 ) 的 ， 如 
Vn, Xn 关于 Fn 可 测 ( 记 为 Xn € Лы). 对 于 适应 可 测序 列 我 们 写 
为 (ХХ), п> 0. WE Yn, Xn € 大 -1 ШЕК X, 是 可 料 的 . 

DIEA Ж (Cn 万)nz0 NB (Ee, КЁ), ШЖ Yn, X, 
可 积 ， 且 


E( Xa 11252 一 An (相应 地 < Ка, = Xn) (0 一 17) 


当 增 大 时 ， 对 于 款 ， EX, RE, РЕВ, EX, FE, 
TAFFA, EX, Ek. | 

在 明确 了 о 代数 列 (Fa) 的 前 提 下 , REER ЕЮ, 
也 可 省 去 Fa 设 £ 是 一 个 可 积 随机 变量 ， 则 易 知 Х„ = E (€|>,) 
HE, HEX Doob $. 

ШЖ (ЕЮ, КЮ) 序列 (X,) 具有 一 致 可 积 性 ， 则 称 它 为 
— 80716 (Le FE). 

E X Ah PRR. 则 — X U FR, ТШЕ НЕГЕ RESA 
HER. 

利用 条 件 期 望 的 线性 性 ， 保 序 性 以 及 Jensen 不 等 式 不 难 证 明 

心 .1 定理 

(1) 设 (Ха), (Yn) ЖЕ (ЕЛ), Ш (X, +Y.) 为 加 (EW) , 
(Xn A Yao Ж ЕЁ; 
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(2) 设 (Xa АГАЕ ГУА Ба (连续 非 降 ) КЕЕ 
数 ， 如 每 个 AXn) 可 积 ， 则 Xan 2 КЁ, 

(D 设 {Xn) МС, f ARAR, BF СХ) 可 积 ， 则 
(РАСХ) AER. 

因此 , 如 (Xn) 500, M| (ХУ), (Xa h (Ха), (ХАА > 1) 5 
H F b. 

oia ju No = 10,1,2, ool, AILEE T: Q — No, 如 
果 Yn € No, {w : T Sn} € Fn, WIET X ЕШ]. 并 称 


Frè {Ae Fs ANT =n) є Fa} 


为 工 前 事件 о 代数 

下 面 的 定理 可 直接 由 定义 来 证 明 .。 (文献 [3]pp208 定理 8.4,8.5) 

0.17 定 理 j ST 为 停 时 ， (Sn) 为 停 时 列 ， 则 

(1)А\„ Sn V, Sn 为 停 时 ; 

(YA € Fs = AN(S < T) є Fr, Ar (S = T) € Тт. 

(3)S < T, = fs C Z; 

(4) де Fs, 则 称 为 是 5 在 4 上 的 限制 S4 Ё SIA+(co)IAe 
为 停 时 ,， Н Es, ПА = Zs ПА. 

(5) ШЖ (Xn, Fn) 为 适应 序列 ， 则 XrIr< € Fr. 

КЕНЧ Е RE ДЕ Doob FILEM, tE RAGE XI E 
”机 时 间 的 保持 性 . 

0-18 Doob 停止 定理 (Xn) АЙЕ (EB, 5, 了 为 有 界 停 
时 ， SST, ДІ 

E (Xr|Fs) = X, (< Xs) 


证 明 ЯРЬЖ. uk T < n, 则 由 |X+| < Y= Xh 可 
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ЖН, 同 理 Xs 可 积 . 令 À € Zs, j > 0, M 
А; Š An(S=j)n(T > j) € Z, 


HABETS < 1, НШ СФЕ, 


J Xs -Xr)aP = x f: Х,—-Хда)аР > 0 


7 二 0 
对 一 般 情 形 ， 令 RR; = T'A(S+j).1 < ; < n, 则 每 个 R; 为 停 时 ， 
Н 5< <: < R, As Sl, Rua —R;< 1, (1 <J < n—1). 
УА Е 75, П) А € Zn; 由 上 面 的 结果 ， 


{ хар > Í Xnr aP >…> | XraP 
А А А 


而 Xs € Fs, 所 以 E(X+r|Zs) < Xs. m 
TAERE R RER. 
0.19 定 理 设 (Xn)jngk WES, MAHLERA X > 0, 有 
(1) AP (ѕир,„ сь Xn 2 À) < EXo ~ Гоар, Xa <2) Хк dP (0-18) 
(2) АР (infngr Xn < ~A) S Santanen x a Xr) dP (0-19) 
(3) АР (sup,,<, |Xnl 2 À) < ЕХо+2ЕХ (0-20) 
证 明 57 = inffn > 0: X, > Арл А, M T ЖУЗТ], 
Н (sup, Xn 2A) 上 有 Xr А, MÆ [sup c, Xn < AY 上 有 
和 一 大 .于 是 由 Doob 定理 (0.18) 有 


ЕХ > EXAT 
一 / Хт арР +Í Хт арР 
(Sub, ek An 2А) SUP съ Xa <А) 
> АР {supn sk Xn 2 А) +f Xp dP 


(sup; =k An = À) 
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此 即 (0 — 18) 式 ， 类似 地 可 证 (0 — 19) 式 ， 两 者 结合 则 得 (0 — 20) 


k. 


ш. 
下 面 是 关于 极 大 值 的 不 等 了 式 ， 令 Xi = sup,<k lXnl- 

0.20 定理 ( 极 大 不 等 式 ) 设 (Хх) JWR EAFA, A 
(1) VA > 0,p > 1, 有 


P(X; >A) < у; Е(ХЬР) (0 — 21) 
(2) Ур > 1, 有 Doob 不 等 式 


. 1 
lX zl S gll Xil 5 t; 1 (0 — 22) 


1 
Ч 


证 明 РЕ (Xain ç k) RER (Xna < k) 应 用 不 


等 式 (0 一 20), 则 得 (0 — 21) X. 往 证 (0-22) K. Йо R, 上 
右 连 续 增 函数 ， 且 00) = 0, 由 Fubini 定理 及 (0—19) 式 ， 


Ep(Xt) = Е f del) = Е / Гю<х<х]8ф(Х\) 
[0,X2] 0 


= / 7 POG > Хаф) 
> f] 
< / EN хер) аф А) 
х; 
= Е [x / tago) 


在 上 式 中 令 ф(А) = АР,р > 1, ШЕН ЕМ Holder 不 等 式 ， 


E(x;)” < EXX 


TCR 


“bn. — u — aka 


al... + байыс аш 7 ЦЕ 
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s (EXP) (EORPA (0 — 23) 
HT (|X,P,n < k) ЖЕЙ, A 
k 
IIXz < > Xall < (k + DIX] < оо 
2-0) 
在 (0— 23) ри (Е(Х)Ру ?YP?, 则 得 
ПАХ < 111 = 
FAHRER LATSEAL. + [ab] 
YAKE, = x 
To = infín > 0: X, < а}, 
Т = inf{n > To: X, > b) 
T; =inf{r = Toji : X, < а}, 
Тл =inf{n => T>; Än > b) 
则 (Туу 为 停 时 列 ， UX, k) 表示 (Xo,X1,… X ESE [a,b 的 
次 数 ， 则 
(UP (X,k) = j) = (Ti < k < Dn) € Zk 
0.231 定 理 设 (Xnjngw HES, WI 


BUS(X,N) < —— E (Xs — a)” 


证 明 由 Doob 停止 定理 ， 
Ü => E(X Tanyi AN 一 Хтлм) 
= E(X Tarp AN 一 Хтлм) (т мТл) + Гмәть)) 


= E(( XN 一 а) Ten Мел) + (b т GRNT) (0 ш 24) 
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由 于 (UX, N) 2 К+1) C (N > Tap), UK (Т < N < 
Tori) С (U2( X, N) = k), H (0—24) 式 得 


1 
P(UZ(X, N) > k+ 1) < сЕ (Ху — a) Коз(х,му=к)) 


对 k ЖАШ, R 


М 
EUŻ(X, N) = 3 P(UY(X,N) 2 k + 1) 
=й 


< ——Е(Ху ~ a)” 
定理 得 证 口 

КЕ ЧИ ЭКД ЖЕ. 

0.22 定理 设 (Xn) ALR, i зир, E Xr < oo( 它 等 价 于 
sup Ё | X, | < сю), 刚 im An 一 Х.,а.5., Ж суу 可 积 ; = (Xn) 为 非 
f Е, HJ 

FE (Xw Fn) < Xn (0 一 25) 

证 明 令 Олан, UX) 表示 序列 (Х„),п € No 

E [a,b] К. DJ СХ) = lim Ua(X,N). 由 和 定理 0.21, 





1 
EUb(X) < s sup (Хм — а} 


< 


ч 





Е z (lal 十 SUP EX y) < оо 


于 是 Ub(X) < was. 5 Wap = (ш: lim Xn < a < д < 


Bm Xa}, W = Ua peQ, acb Иа, 由 于 Wap C {ш: л (X) = оо}, 故 


u | 
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P (W, ,) = 0, A P (W) = 0. 5 
| im Xnlw) 当 极 限 存 在 
X. (u) — т 20 
0, 否则 
则 由 Fatou 引 理 
Е|Х | < sup E|X, | < œ 


当 Ху 非 负 时 ， 由 E (Xm| Fn) < Ха, m > n K” Fatou 引 理 得 到 


Е(Х 12) < lim E(X,,|Z,) < Xn 
тск 


П 

0.23 定 理 设 (Xn) HARER (BD , WL x, CSE 
Xæ 而 且 

E(Xw|Fn) S Kal Xn) (0 — 26) 


证 明 EH (X,yuji,supE|X,] < оо, 从 而 有 X, > Хы, 再 由 
(Xn) 的 ui, X, 29 Xo 对 m > n, # E (X,,|>,) < Xn, 此 时 不 
能 直接 用 Fatou 引 理 ， 但 可 证 VA € Fn, f, Xo dP < Í, Xa dP .. 


由 于 (ГАХ), X. ГАХ “э ГАХ, 从 而 


Ü 
0.24 定 理 设 为 一 可 积 的 随机 变量 , $ X, = E (Fn) Y = 


E (ЕЛ), WJ Xp *®°Ў y. 
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证 明 ”由 于 (Xn)ii, 故 由 定理 0.22 x, 906 y HE Y = n. 
显然 9 € Fæ, 只 要 证 VA € Fo, fandP = f Y dP. 注意 到 
Fo = (СОЛ), YA Є Fns 我 们 有 


dP = im f Х„аР = im f E Fa dF 
fin n— 0 J А „+оо Ja (£l ) 


= J saP = [уа (0—27) 


注意 到 F|Y| < ос, Eln < ос, 故 (0 — 27) 式 两 端 都 定义 了 Z 
上 的 有 限 测 度 ， 它 们 在 每 个 Z. 上 相等 ， 因 而 在 Fo 上 相等 ， 即 


vÀ E Z<, 
J nar =f A dP 
А А 
БЕД n = Y, 此 即 x, EF y. D 


设 (Xn),n € No 8 (sk ЕЮй), TETRAN X... 
使 得 对 一 切 п € №, 有 EX olfa) = (<)X,, 则 称 (Kn,n € No) 
为 EAR (ЗН Е). 

0.25 定 理 5 (Х„,п е No) Ж (E), S. T 为 两 个 停 时 ， 
SST, Ш Хт, Xs 可 积 ， 且 


E{Xr| Fs) = Xs (< Xs) 


证 明 ”只 对 上 鞠 情 形 给 出 证 明 ， 为 此 只 要 证 对 任意 的 停 时 工 ， 


XT = E(X w| Fr) 


Хт т<) = E (СХ |Рт) т-а 


re es i -- лаан 
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注意 Тт 是 一 个 整体 ， 决 没有 在 (T =n) E, Fr= fn Z. R 


们 有 
NTIT=n) 2 E (Х|) ть) 


所 以 我 们 要 证 明 
E (X| FTT =m < ЕХ |) теша) 


W 4E Лг, Аг(Т=пп)Є Л, 


f Кта B (X. |Z) dP = f E(X.1Zr) dP 
А А 


Р =m) 
— j Lr= E (X æl Fr) áP 
A 
= j Xo т-а) dP 
A 
= (| E (Xxl Fn} dP 
ANT =n) 


= | (т=уЕ(Х=]Л)АР 
А 


ЕЖЕ! РАУ) Fr п], A € Р, 所 以 


Е (Xol FTH т=з) < E( X. | Ға) т=п) 


设 Е || < оо, Ш Xn = Е(&|2„) AW, PEA Doob $. 
我 们 把 上 式 结果 妇 纳 为 下 述 两 个 定理 ， 其 证 明 留 给 该 者 . 
0.260% Ў X = (X,),n € № 为 缺 ， 则 下 列 命题 等 价 ， 
(1) X 为 Doob $, 

(2) X љу — аре, 
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DXA L! eak k, 

(4) X ЭИ; 

(5) X 为 Doob 停止 定理 成 立 的 黄 . 

0.27Ж 8 X = (X,),m € Na AER, M| FERMAS: 
(1) X 为 控制 一 个 Doob WHER, ED X, z Е(&|ЛҺ), EEI < 


(2) (XF) 一致 可 积 ; 

(3) X 右 闭 ; 

(4) X 5 Doob Ë IF E А SZ Bg ER. 

现在 研究 МЕЙ, ， 即 以 -No = {… , 一 2, 一 1,0} 为 参数 的 
БЕ, RIIT Fn- n,n € — No. 

0.28 设 (Xahn € —^% у ГЕ, Mj limas- Xn EIF 
ЖЕ, ШШ lm,_.,_ E Xn < оо, BJ (X,),n € -Noni B. x, ES 
Х оо. 


证 明 我们 用 VLX, -No 表示 (Хм, Хм Хо) 上 
xE [ob] К, MAERT A, 


1 
ЕШ ОХ) < EU2(X, —No) < —— E(Xo — a) ` < оо 


因此 lim X, = X, as. H n — —o ff, EX, t A(> 
т 6 00 


一 00), 假定 А < оо, HE (Xnyn € -№) мі. 由 于 { 五 (olFn) : 
n € -Mohui, Н ИЕ (X, — E (Хо) 为 一 致 可 积 上 蒜 ， 这 里 
Xn — E (Xo|Z,) > 0, 因此 只 需 对 非 负 上 名 (Х„),п € 一 No 证 明 其 
一 致 可 积 性 ，Ye > 0, 取 足够 大 的 自然 数 k, 使 得 A-E Xr < e/2. 
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М c> 0, X n < k, Ң ЕВЕ, 


/ Х,ар = Е(Х„)- | X, dP 
Xa >e 


Кас 


< Ex, - f A- dP 
X, =e 


= EX,- EX ,+ | Xg dP 
X, > 
由于 À > EX, 2 EX r, ИМ n < k, EX, — EX k < є/2. 
A-A, 由 P(X, > с) < с ЕХ» < Ајос 充分 大 ， 对 一 切 


п € -№, 有 `` 


/ X-a dP < $ — Xa dP <e, (n < —k) 
Ха» 二 >e 
以 及 


X;dP <ej=0,1,...,—k 
Х;>с 


于 是 当 c 充分 大 时 ， 


supa f AndP <e 
X nC 


UJ 
0.29Ж BER, Ga 4,0,7, 5 En = E(¿lg,), RI £, EF 
E (E| AGa). 
REWA FRH Doob 分 解 定 理 ， 它 是 连续 时 间 Doob-Meyer 
分 解 定理 的 基础 ， 而 后 者 是 建立 随机 积分 的 基础 
称 A= (А), € Rj 为 增 过 程 是 指 它 的 所 有 轨道 为 R. Ej 
负 有 限 信 且 右 连 续 的 增 函 数 


нн ааа ma" ú mm am mm... шшш = юш 


"ачты "rr" F mim "ал ра рга штру. Terr == r ган тит Т. TTE, ==== = 


ee 


he авна ан s." 
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0.30 定 理 设 (Xn, Fw)nzo AFE, MAERA EM 
程 { Аһ)>в, р д 9 (Mans Faln20, 使 得 
Yn, Xn = Ми + А» (0 — 28) 
其 中 An 是 nl н] їй. 
证 明 令 
Ао = ü 
Аһ = Xo + Di [E(X;|Z; i) — X], n 21 
M, = X, — An, n20 (0 — 29) 


则 А = (An) 是 一 个 零 初 值 的 非 降序 列 ， H An Є Fn-1, 而 
M = (Mn, Fn) ER. 我 们 称 这 种 形式 的 分 解 式 


х=М+А 


Ж FERRI Doob 分 解 ， 容 易 证 明 这 个 分 解 在 аз. 相等 的 意义 下 是 
唯一 的 、 # ЗЕК, ШН X = M'A, ЇЙ 


Ал+1 = An 一 | 一 Ха 一 Мф + М, 


Арл 一 A, 一 五 (n+HI Л) — Xn = Авы: Аһ 


从 而 由 А = Ao = 0, 得 到 А’ = An, М! = M,,n > 0. Г] 


第 一 章 EAE 


511 右 连 续 上 喜与 基本 不 等 式 
设 (n, 和 ,已 ) 为 完备 的 概率 空间 ， (F) 为 FET e 代数 


， 族 ， 单 调 上 升 . 


LIEN 称 (X, Fite R ЖЕЛИ ($, ШЖ. 

(Ovt € R. E |X] < оо; 

(2) YE > s, E (X,|Z,) < X,, (= Xa). 
ВЕ (Xan Fih Є R, WAERO (Ж), ЕЕЕ Est (Rh), Кї 
道 右 连 续 ， 且 o 代数 族 右 连续 ,， 即 五 = Fie 这 里 五 + = Y=: Z. 

下 面 列 出 的 基本 不 等 式 的 证 明 都 可 从 离散 蒜 论 得 到 . 

1.2 定理 

(1) 设 (XjzeR， AEB, MIER r < s c€ Rabe 
R.X > 0, 有 


АР (вир, осу X; 2 A) 


< ЕХ, -f X | dP (1—1) 
(вир, egnir] Xt <А) 


AP (Ше ог] A: < 一 和 


< / (-Х,)аР < EX; (1—2) 
tinfieantr,#] Хе А) 


АР (supseQntra Xil > A) <ЕХ,+28Ху (1-3) 
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(2) 设 (Xer, ATE, MARK] r <s € R i,a,b € R, 
À > 0, 有 


АР орсо, з] А = A) 
< f (-X,) dP < ЕХ} (1-1) 
(вир, естн.) ХА) 
Р (inf,eonmr, 8] Xe < —À) 


-Ex,+ | х,аР (1—2) 
(inf, z суур ] x = À) 


АР (зире ог, ә] > A) < -ЕХ,+2ЕХЇ (1—37) 


(3) ELWER 
EUX; Q б [r,s]) < — E (X, — a) (1—4) 

(4) ТЕ ТЖ 
ЕПОХ: QN ә) < ——Е{Х, — а)! {1 — 2') 


其 中 Q 表示 R, 中 有 理 数 全 体 ， ШЖ (X) 的 轨道 a.s. 右 连 续 ， 
则 上 述 不 等 式 中 的 О п (е, 8) 均 可 换 为 [r,s]. 
证 明 НЫЕ (1—3) Ж ,(1—4) R E Qr[|r,s] = {rrn} Un = 
[r 且 假 定 它们 已 经 从 小 到 大 排列 . 由 离散 鞠 的 不 等 式 ， 
АР (вре „ Xel 2 А} < ЕХ, +2ЕХ 
< EX. +2F X 


令 п — оо, 则 得 (1-3) д, 而 由 


EUb(X;U,) < — (x. _ a)” < ——E(X, — a)” 
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由 单调 收 笋 定理 得 到 (1 — 4) 式 . 
当 轨 道 右 连续 时 ， 则 由 显然 的 事实 
{w : Зире оста] Ael 2 А} = {0 : зир, Х| 2 À) 
аря БАА р QNA [r,s] 可 改 为 [r 8]. а 


类 和 似 地 可 以 证 明 : 
1.3 定 理 设 (Xi, 1),t € R, АЕА ГЬ, ЖЛЕ 
轨道 右 连 续 ， 令 X* = sup, Х,, ДІ 


Р(Х* > А) < == sup, E |X”, p > 1 ( 极 大 不 等 式 ) (1-5) 


р 
1 1 
ПХ < gsup, |Xllp p > эт! (Doob 不 等 式 ) (1—6) 


从 以 上 定理 看 出 轩 道 右 连续 的 重要 性 ， 现 在 讨论 上 靳 有 右 连 
续 修 正 的 条 件 . 下面 称 e 代数 族 (7,) 满足 通常 条 忻 ， 即 假定 它 
是 F 的 单调 上 升 子 о 代数 族 ， 右 连续 即 Z+ = 五 + 而且 Fo, 从 
而 一 切 的 五 均 包 会 一 切 零 概 集 . 

1.4 定 理 设 ( 五 ] ЖЕЖНДЕ БЕХ = (ХЛ), t € 
П. 都 有 右 连 续 修 正 — m = ЕХ, 右 连 续 . 

这 里 ， 称 过 程 (X). (Yi),t € R, EA WIE , А1Н Ví € 
R.,P(X, Z Y,) = 0. 随机 过 程 理论 中 也 称 它们 随机 等 价 ， 简 
称 为 等 价 ， 但 也 许 是 这 样 的 简称 ， 常 常 造成 误解 . 似乎 两 个 等 价 
的 过 程 是 一 样 的 ， 其 实 两 个 随机 等 价 的 过 程 只 是 它们 的 有 限 维 分 
布 相 同 . MEARS PVE € Ry, X £ Ye) = 0 还 相差 很 远 ， 
在 后 者 的 情形 我 们 称 此 两 个 过 程 无 区 别 ， 这 表明 在 去 掉 一 个 零 测 
集 后 ， 两 个 过 程 的 轨道 完全 一 致 . 


wurg u. 


a — TY m NTE "ЫЫ "гл Tr A 


T” 2 грала G Gn "mm K; "чугы" дррш LI 
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生理 的 证 明 需 要 正面 的 二 个 引 理 ， 

15589 设 (X, 208 R, AEW, WILE- w, 轨道 
具有 如 下 的 性 质 : vt Є Ry, limseo,slt Х,{ш) 存在 且 有 限 ， 而 对 
£ € R \{0}, lm, eOQ.st х, (со) Ж Н 968. 

WME (Xile ВВЕ JLE IESE, ШУТ а.в AH tE RgO}, 
X,_ Š lim,en, stt Xs(w) 存在 且 有 限 . 

证 明 XT £ c€ R i.a < b, Z 

H,aa = {© : supseonlod 1:01 = оо 3 02 
(X, Q N [0, |) = oo) 
其 中 UX, QNAND t) 表示 1 X, : s e QOM} EF [a,b] ж 
Ж, BAR Hiab € Fn HA (1 — 4) 2, 


E US(X,Q r [0,t])) < —E (X, — a)” < oo 
从 而 РН аһ) = Ü. T: 


H = |) En. H= U m= Üa, 


а<Ь,„а,Бе< Ну 


则 H, € Fe PIH) = О,Р(Ну = 0. # w é H, MXH t € А, 
lim,eQ,.a1t х, (сә) 存在 娃 有 限 ， 而 对 tE R i M0F iimseo, st X. (u) 


存在 且 有 限 . 
如 果 (X,GJ)) 的 轨道 几乎 右 连续 ， 则 对 asw 及 一 切 t € 
RMO}, limse Rr ,stt Х.ш) 一 пес, ағ Xal) 存在 且 有 限 . C] 


1.6 引 理 (Xn Ante RL Aii (gh) ， 册 存在 一 个 【五 +) 
适应 的 过 程 (X) 满足 
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(1) (X) 为 右 连 左 极 过 程 ; 
(2) Yt € Ву, 


Х.ш) = limseg,sit Xalw), a.s., (1—7) 
vt €e R+\{0}, 
Xe (w) = limseg,att Xel) (1—8) 
(3) vt Е В, È 
X, > Е(Х iFa a.s..( 相 应 地 ,= E X iF) 


(4) (X,,Z,+) ЖЕФ. 
证 明 对 一 切 te Ry, $ H, = 二 NessHs, 则 Hip € Лу. 
ШЖ ù g Н+. 则 必 存 在 Éi > t, 使 得 i Hi, 于 是 


SUPsegnio, e] Xew] < оо, 


U(X, QN [0,t1]) < со. 


于 是 极限 lim,eQ,s1t X, (о) 存在 且 有 限 ， 令 


Хи) = | уныш»  G-9 


Ü, ш Є H, 


则 X, € Z,.. 注意 到 H = UH, = UH,, P(H) = 0. 04 wg H 


EF, 


(1—7) 式 成 立 . 往 证 X, 右 连续 ; 
(1) Yt Є Ry, 可 ш Є Hip, В] X (u) = 0, RP — Tl 8 > t,t € 


Н, Xlo) = 0. тй, Xelo) 在 Н. 上 恒 为 0 


= ku Ti" BETLA "F d bLA TEL ГЕР PTE T:E" РЬ E TFT ГРАЧ "РІ =" PRESS, игл ETE TTF — =a = — a =i gq LN БА qi: ara 


= PTT ma kanaa. 


-mp rm r. r mI Sirr P L” PE Жылы. 
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(2) 如 w g Н, DFE ro > t, 使 对 一 切 ro 2 r > t, є 
Н. (т < ro), Н, 的 定义 ， Ye > 0, 存在 0 << r-t, 3 
a € Q.t < s < t+ó tA Xiro) Kw) < e. 34 ¿< r < t+ ó 
ШЇ, 


Х.ш) 一 X , (z2)| 一 тос, X, (u) 一 Х.{ш)| < € 


这 表明 (Х,) 在 Н, 上 右 连 续 ， 联 合 (1) 便 知 X, 右 连续 ， 下 面 
的 (4) 证 明了 (X) >Le, meas 1.5, megt Х„(ш) 存在 
HAR, REE (X, 为 右 连 左 极 过 程 ， 类 似 可 证 (1-8) д, + 
是 (1),{2) E. 

(3) 往 证 X, > E (X,|Z,)- 8 ra € Qran Lt YAE Fi, 


f хар» | EXIF aP f Xn dP 
А А А 


由 引 理 0.28, (Xr) 一 致 可 积 ， 从 而 由 Xen — Хо) ИЖ L 收 
ЖООИ, 


lim J хь. ap = | XedP 
у — DO А А 


于 是 可 得 X, > E(X Fe 
(4) 往 证 (Xi Fe) ж F ph. 对 t > s, 存在 Sn 4 8, fn < t, tn $ t, 
对 VA € Fap, І 4E 和 ,于 是 


Ј х.ар < | x.. ap 
利用 (X, .). (Хы) 的 一 致 可 积 性 ， 则 得 


f Fiap < | х,ар o 
А А 
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1.7 推 论 设 (X, Fo AcE (00), as 右 连 续 ， 则 存在 与 
它 无 区 别 的 右 连 左 极 上 著 (У(Х, Fi). 

证 明 < X, 为 引 理 1.6 所 定义 的 过 程 ， 则 由 (Xs)a.s. FE 
Ж, дї X, = X,,Vt € Q a.s.. 两 者 的 办 道 右 连 续 ， 因 此 两 者 无 区 
别 . 口 

E AR = Fea 的 条 件 下 ,对 于 几乎 轨道 右 连 续 的 上 辕 或 霓 ， 在 
Ж ХТ, ВНЕ ТЕНЕ В ЕЕ. П 
或 喜 的 轨道 不 一 定 几乎 右 连 续 ， 在 许多 情形 只 需 考 虚 它 的 右 连 续 
BE. 定理 1.4 给 册 了 右 连 续 朵 正 的 充分 性 条 件 . 

定理 1.4 的 证 明 由 引 理 1.6 的 (3)(4) 以 及 (F) Wš JE WW K 
it, RGE Yt € R..X, > Xaas. 因此 X, = Х,,а.в. < 
EX, = EX; 而 对 t, € Qin té H (Хи) ЮЕ, # 
E X; = lim EX. 所 以 X, = X, <» ЕХ, = lim E X,,. 注意 


到 E X, 是 + 的 单调 非 增 晒 数 ， 歧 X, = Xas <=> ЕХ, HE 


续 . 口 
注意 TE, ЕХ, 为 常数 ， 因 此 只 要 (Fo 右 连 续 ， 一 切 
(F) 对 总 有 右 连 左 极 的 修正 . 


81.2 # ЩИ Еу Doob 停止 定理 


革 是 上 黑 也 是 下 鞠 ， 所 以 关于 上 蔷 、 下 载 的 定理 也 适合 款 ， 
而 且 如 ху, HJ - хт, ИШИН TERE 
的 定理 . 在 明确 的 情形 ,我 们 简写 上 (下) S (Xi, Fe) t E R4 为 上 
(F) Ж (X) 与 离散 情形 相似 ,我们 称 т: 0 — [0, оо] 为 停 时 ， 如 
A yte Rp, {wirt} € Z,. % 


F, = {AE Zc: An(r <t) e £) 


Taka Gl" ama kika. FTL ч eT,” "MaE "h, 
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为 ЩЕ т 前 事件 的 o 代数 ， 其 中 6 = oat). 
今后 我 们 记 了 ЖЕГИН ЗК ИККЕ]. 
对 于 停 时 т, 如 果 F eF 则 容易 证 明 停 时 在 F 上 的 限制 


TF = тЇр + (+оо) Гк 


也 是 停 时 . 
1.8 定 理 设 (X, JEET, WE 


sup, E Xf < оо (509, sup, E'il оо) (1— 10) 


则 a.s. 存在 极限 X. 会 lim; ,oo Xa Ң ЕХ» < оо. 
证 明 (1—4) 2489] 


EUS{X; {0, оо)) < зир, (E(X F) + la) <оо (1-11) 


1 
р-а 





而 极限 lim X, 不 存在 意味 着 必 有 а < b, 使 得 


p(y X, <a <b< Tm X, ] > 0, 


F-— DQ 


从 而 P (Ub(X;[0,oco))) = o° > 0, 与 (1—11) 式 矛 盾 ， 因 此 极限 
X. Ê limoa X, 存在 ， 而 由 Fatou 引 理 ， 则 得 Е|Х | < оо. D 
下 面 的 定理 包含 了 Doob 停 止 定理 . 
1.9 定 理 对 于 右 连 续 观 X = (Xt) 下 面 事实 等 价 : 
(1) X 5 Doob #№, 即 存在 可 积 的 随机 变量 &, 使 X, = E (EF); 
(2) (X) -AT R; 
(3){Х,) 是 L сакай, Вр X, 5 Хы; 
(4) (Xt) 是 右 闭 车 ， 即 Yt, X: = E (X... |Z); 


rd 
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(5) (X,) 是 Doob ЕЕ, 即 Doob ЕЕ ERA — HIRE лл. 
证 明 (1)—(2): 显然 sup, ЕХ < E |£| < со, 其 次 对 任意 的 
b,c > 0, 由 


f їхдар« [ар 
(E> х. >) 


m 


=f аар + f 84Р 
(е ос, <) (lX: >e deld} 


b 
= віх + j EdP 
С (E>) 


于 是 
Ь 
sup, 1 XildP < РЕ + / ElaP 
对 任意 的 <E> 0, 取 b 充分 大 ， 再 取 e 充分 大 ， 可 司 上 式 小 于 e. 
(2)—(3): 由 就 收 襄 定 理 及 一 致 可 积 性 可 得 
(3)—(4): 对 于 任意 的 s> t. A € Z, B Е(Х„|Л,) = X,, Ж 


з — со, 则 


J aP = | х.ар | хар 
所 以 X, = E (Xol Fi). 
(4)—(5): Вт 2 газ, 为 两 个 停 时 , 记 Ра з, Еа ео }ууп, 
今 


Tn = 2 а ед) (+00) оо 


=== 
— 


AMEX on, 则 mon 均 是 D, {НАЕ Н mn 二 mon 1 
о, Ta 2 с. H (Xen, EARE, 由 Doob 停止 定理 ， 


==— x a UP ал Tir, ELEL ^1 гъ". s. Ён r 
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EX ral Fon) = Х„,. TE YA E Z, C Fon A 
J x.. ap = | X, dP (1 — 12) 
А А 


可 见 (X, Fra) (Хо, Fon) ВАВА, Ң lim ЕХ, < EX. < 
оо, 同 理 im ЕХ, < оо, 于 是 (Xn), (Xo) 均一 致 可 积 ， 在 
(1 — 12) ИЙЕ л — оо, 则 得 


J х,аР = f х,ар 
А А 


# FA 1.13,Х„ € Fa, 所 以 


E(X |Р.) = Х,а... (1 — 13) 
得 证 . | 
(5)— (1). 2. и 
110% ЕРАНИ ЩЩ, 4 £, = EF) п = Е(&| F), 
Ду £, atk ү. 
证 明 留 给 读者 . 


1.11 定 理 设 (X, J). t € R, JARAL, ШЗ ФЕ 
价 : 

(1) X 是 控制 某 Doob Wys be, METE &, Е|&| < оо, 使 得 
Xt > 五 人 | 开间 

(2) (X; ) 一 致 可 积 ; 

(3) (Х,) ЖЯ ЕЮ, 

(4) (Xa) 是 Doob {16 й, BIE, Doob 停止 定理 成 立 . 

证 明 (1)—› (2), 显然 . 
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(2) (3), 由 (X7 ui, 可 见 存 在 Xo, 使 得 X, — Xo. 往 证 
YAE Fis 


{х.ар < | хар (1-14) 
А А 


考虑 3n > É, 8n — со, Mij 


f xap> f х„ар= | xt aP- f хар (I — 15) 
À А А А 


由 (X, )u.., 可 见 f x; ap | Xx dP, 而 由 Fatou 引 理 
А À 


J хар = f lim XZ dP < lim f хар 
А ango 6% 9555 / А 


这 样 ， 由 (1—15) 式 便 得 (1—14) 式 ， 其 余 的 证 明 留 给 读者 . D 

Ë X = (х;), € R, 为 一 随机 过 程 ， 亦 即 Vr, X, УЛЛУ 
量 ， 作 为 (о) 的 二 元 函数 ， 如 果 VB є (Б), {tt,w) : Xw) Є 
B) € B(R+) x Z, WAEA 可 测 过 程 . ШЖ Yt, X 限于 [0,t] x (à > 
B([0,t] x 无) 可 测 ， 亦 即 VB € В(В), 

{(8,ш): Х„(ш)еВүг [0, t] x N E B([0, th x F 

则 称 X 为 F (可 测 ) 过 程 ， 显 然 循序 过 程 为 适应 过 程 : ШЖ 
ACR. х9, 7а 为 循序 过 程 ， 则 称 А 为 循序 集 АЕН 
成 一 个 ос 代数 ， 称 为 循序 o 代数 ， 记 为 b. 

1.1253 右 连 续 (EE) 的 天 应 过 程 为 循序 可 测 过 程 . 

证 明 设 世 为 右 连 续 适 应 过 程 ， WE Ri, 令 


21 
Х = Хо(о2) До) + > Xel (k — 1 < < в) Š = [0,2] 
k=1 


Шыл, г =й" А Pe TE =. үбү" "TI". —, гъает 


с Š 
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则 X" 为 B([0,t] x Z,) 可 测 过 程 , НЕ [0, 相 xQ 上， Jim XF(w) = 
X,(u)a.s.. 因此 限于 [0,14] x 9, X Ж BOH) x Z, 可 测 ， 所 以 X 
为 循序 过 程 . 口 

1.13 引 理 设 (Xo) 为 循序 过 程 ， 则 УТ € 7, Хтео € Ўт, 
如 还 有 Xæ € Fo M XT € Fr. 

证 明 у, Tate Fa, 而 Xra Е (Q, Fa) 8 (Q x [0,41], Z, x 
В([0, 2])) 的 可 测 映射 w (wT At) 与 (Q x [0, 1], Z, x В([0,])) 到 
(R.B(R)) рун] MEEST (ww,8) ry Х„(ш) 的 复合 . 因此 Xr. € Fa 
于 是 YB e В(А), 


{Хтітсьо Є Bir (T < Ф) 
= {Хтлш) € BY n (T < t) € Z, 


Хтіт<оо = lim ХтлаДт<а) € Zoo 


所 以 由 Fr EX, XTITcoo € Fr. 如 果 还 有 X. € Z, M 
Xr = Хтіт<о + X. Ir= € Fr, 引 理 得 证 . D 

至 此 ， 定 理 1.9,1.11 证 毕 . 

1.14 推 论 设 (Ze R. 为 右 连续 革 (К КЮ), 7,o 为 停 
时 ， 我 们 有 

E (Xr|Fo) = Худо, (S Хул) (1 — 16) 

证 明 Ж À = (тро), ФТ = rÍA + о1д<‚ Т iH, \ 
B. T > =. T Hai ББА Doob 停止 定理 有 Б(Хт|л„) = | 
(Xr, 而 Е(Хү|Л„) = ЈАЕ(Х, |7.) + ГАХ, 所 以 得 到 


E (Xr| Fo) = (5) Х,, ÆT 2 о) Е a.s.. 


З? 


这 也 可 写 为 
Е (X-|Z;) 一 (Ж) Ал, A.S.. 


O 

1.15 推 论 ił (Xi) Aiak be, HEARE, MRHAR 

时 Т, ARGI 停止 过 程 ХТ = (Хтле, O {ДЕЙИК L ok. HERE 
Ж. 

证 明 ”我 们 只 要 证 明 Va > s, 有 E(Xraa| Fa) = (<) Хтла. 

Же AT BIB thak F gË (X,t < a), 则 可 应 用 Doob 停止 定理 ， 对 人 尾 


何 的 停 时 Т, 有 
EL (XNTAa |Z, ) = (<)Xpaa- 


81.3 ЕАУ Doob-Meyer 分 解 


Жр Е 4 LRH Doob-Meyer 分 解 定理 ， 而 把 Riesz 分 
解 作为 过 小. 

LIGEN r = (п, Р), t € R. АЕА БЕ, ЯП 
lm Ет, = 0, ШЕК z 为 位 势 . 如 对 右 连 续 上 加 X = (X, Fihte 


Ri, 存在 一 个 右 连 续 蒜 M = (М, У,), E€ Ra, 以 及 位 势 z, 使 得 


х, = М, + п; 


则 称 它 为 X 的 Riesz 分 解 . 
显然 Riesz 分 解 若 存 在 必 唯 一 ， 事 实 上 ， 由 


— — Ё і 
Xipe = Mtipa Терг = Mips T Tits 


E (Xitel Fe) = M, + Е (Tea |) = M; +E (tepels) 
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由 Ë nipa — 0, тү,» —> 0, (# -人 со}, 故 存 在 子 列 tk — U. 使 得 
E (maps Fs) — 0,Е(тї lF) — 0, 从 而 M, = M!,z, = z. 


1.179 19 ЕХ HETE, 

(1) 为 要 X 有 Riesz 分 解 必 须 且 仅 只 须 lim E X, > 一 co 

(2) Ж X AibA, ME Riez 分 解 中 的 (Mo 非 负 ， 

(3) 设 (Xi),t € R, 一 致 可 积 ， 则 x, 25 Хх, 5 М, DR 
E(X lo PTEE, W X, = M, + m, AH Riesz 分 解 ; 

(4) 设 (X,) 控制 一 个 下 载 (Y Fao, 则 它 有 Riesz 分 解 . 

证 明 (1) 必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 : 令 Z,, = Е(Хүү„|2), 
则 对 s > r, 有 


Z. = Е(Е(Хе РР) ç ЕХ |ЖЖ) = Zir 


可 见 Z = lim Zr 存在 ， 而 且 由 单调 收 敏 定理 知 ， Zi,n 25 21. 
对 t> s, 我 们 有 
Е(217.) = lim E(Z,.|Z;) 
= lim E{(XurnlF,) 


= lim Zsn+(t—s) = 2, 


而 县 21 Є Fi, 74 (Zi Fih t Є К+ Ф, Н EH. 令 л = 
Х,— Zen MA Zen = E (Xr, n lZ) < Xa Ж X, > Z,, TÆ m > 0, 
Ау EBR. 而 

Em = F, X; — EF Z, = lm FE (X, 一 Zn) 


= F(X, — Хы) 
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由 于 lim EX, > —оо, 所 以 Hm Ел, = 0, Bi т 是 位 势 . 

(2) Mi = Z, = im Cin = im. E(X:+n|Z+) 2 0. 

(3) 显然 . 

(4) 出 ЕХ, > БҮ, > БҮ, ÉZ [ип E X, > —‹хх). а 

1.1852 PEIE X3 D, WE {Хтео : T € 71 2 
一 致 可 积 族 , 记 = (r 8 7,r < a) ШЖ V0 < e < оо, {Хт:Т € 
Jay AATE, 则 称 ХЕ DL 或 局 部 类 D. 显然 类 D 必 类 DL. 

1.19 定 理 

(1) EAER DL; 

(2) EIRE D; 

(3) AMEER TRÆ DL. 

证 明 ”证 明 都 是 简单 的 . 

(1) 对 7 € Ja, X, = E(X.|Z;), 因而 (X, : z € Z.lu:i.; 

(2) НЗ, Vr € 7, X, = E (X. |Z), # (X, : + € 7}ца.; 

(3) Ут Є Jas, H | 

0 < X, < E (Kalf) 

得 证 . 口 

I.20 定 光一 过 程 称 为 是 增 过 程 是 指 它 的 几乎 所 有 扫 道 为 
R, 上 非 负 有 限 什 的 右 连 续 增 图 数 ， 两 个 增 过 程 之 差 称 为 有 限 变 
整 过 程 . 称 增 过 程 4 = (A Fet 2 0 为 自然 增 过 程 是 指 对 和 任意 
ЗЕ НУЛА. M = (М, Р), > 0 A 


Си 
Е / М,_ аА, = ЕМА (1 — 17) 
Ü 


当 EA% < oo 时 ， 则 称 А 为 可 积 的 目 然 增 过 程 . 
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(1—17) 式 的 左边 是 关于 增 过 程 的 Lebesgue Stieltjes 积分 ， 
下 面 引 入 的 时 变 将 把 Stieltjes 积分 转化 为 Lebesgue 积分 . 
1.21 定 义 设 A= (А, 7), € R, 为 R, 值 的 适应 增 过 程 ， 
ËF 
Clw) = infís : Alw) > t) (1—18) 


为 与 增 过 程 4 相 联 系 的 时 变 . 

设 五 右 连 续 , 则 时 变 Clw) 是 停 时 . 事实 上 , 设 s > 0,С,(ш) < 
з, ША, > t, FÆ s 2 Clw) АХ (G, < s) С (A, > t) Š (C. £ в). 
m (C, < з) = UnfAsn > t) C (G, £ а-в) С (CG, < s). 这 
В, (G, < s)= 1% (A, a. > t) € Z,, Р (Ci < s) E Z+ = Fa- 
因此 O, 为 停 时 . 

容易 看 出 ， O, ECETES HE, ПН. 


supit: Ci < s} = inf{t: C, > а} 
我 们 有 
A, = sup{t: С. в} = inf{t: Cr > sy {1 — 19) 


事实 上 , # С, > s, ША, < z, I A, <: C, > a}. WH C, < s, 
则 À, 2 t, Ж As 2 sup(t : C, < s), BERG, (1—19) AE. 

利用 (1 — 19) ИЛТЕР RE и] ñij РЕ $r hj uE BH 27 
法 ， 对 Bore Гра f, 我 们 有 


ea4= Í Соке, уз (1 — 20) 
心 ñ 


下 面 的 定理 1.23 是 自然 增 过程 的 特征 .我 们 先 有 


Cr 
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1.225| 理 设 А 为 适应 增 过 程 ，MM = (М, 2), > 0 
续 著 ， 则 对 任意 的 T> 0, 


T 
Ü 
证 明 ”利用 (I — 22) = 
T TKO 
/ Afad A, = / Мо, (о) с, (л) < Т) dt 
由 Fubini 定理 
T Ce 
Е f Ms dA, = / E Молу O шусту 
С 
一 / E (E (Мт| Fer een to eT)) dt 
Q 
加 / E Мт кс, (шу<Т) dt 
0 
ск? 
D 


[1 

1.23 定 理 1) 一 个 适应 增 过 程 А = (A, Fiht 2 0 为 目 然 增 

过 程 的 充分 条 件 是 ， 对 任意 的 非 负 有 界 右 连 堪 极 蒜 M = (Mi, Fi), 
t > 0, 有 


T T 
E | Mda =E | М, dA, (1 — 22) 
Ü 0 


2) 一 个 可 积 的 适应 增 过 程 А = (А, Fit > 0 为 可 积 的 自然 
增 过 程 的 充 要 条 件 是 (1 — 22) AR. 
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证 明 1) H (1- 22) 式 及 (1 — 21) Ñ, 


T 
E f M, аА, = EMrAr 
Ù 


于 是 
O Г 
E | М. аА, = lim Е Ma аА, 
0 T— Do D 
= lim E МтАт 
了 一 oo 
= lim EM. Ат = E М.А 
T'—+ o 
可 见 А 为 自然 增 过 程 . 


2) 设 4 为 可 积 适 应 增 过 程 ， 充 分 性 由 1) 可 知 ， 只 需 证 明 必 
要 性 : 令 MI = Muer + Мт»в>ту, W (MT) 仍 是 有 界 右 连 左 


БЕ, HERE / МТ dA, = E MZ An, 我 们 有 


PC 
E] MI dA, = lim EMZAT 
T= ee 


T 
lim 五 | MidA, 
T — 55 g 


| 


к | Mi dA, 
Ü 


注意 到 МІ = Ms_Tocn t Мт»„»ту, WI E MrlAo-— Ат) < 
oo. 因为 


ску T 
Ef МТ аА, =E | МТ dA, + EMr(Aw — Ат) < оо 
0 Ü 














о T 
Ef мї ал, =E | MT dA, + E Mrl Aw — Ат) < оо 
ü) 0 


从 而 
T T 
Ef MdA, = E | M, А, 口 
0 0 


本 节 主 要 定理 是 Doob-Meyer 分 解 定理 , 先 讨 论 位 势 的 Doob- 
Meyer 分 解 定 理 . 

1.24 定 理 ШЕЕ п = (т, 4),t > 0) 类 D, 则 存在 
可 积 的 自然 增 这 程 А = (Ae Р), > D, 使 得 


= E(As122) — A (1-23) 
再 上 述 分解 还 是 唯一 的 ， 

证 明 证 明 分 几 步 ，1) 首先 证 明 关 于 离散 时 间 和 位 势 分 解 的 
HR I a (п, Р), пе № 为 位 势 ， 则 由 Doob 分 解 ， rn = 
m. Аһ, Ån T A... 因为 E A. = йт EAn = lim E (тат) = 
Emo < со, HJ IK (An)ui. (ть) Ж ДЕШ ЕЁ. ло. = Jim т, Ж 
tE, H 0 < Елы < lim Ez, = 0, Ë z =0, 而 mn => 0, FE 
(maju, 从 而 (miyu... 由 Doob 停止 定理 ， mn = Е(тпо |7). 这 
样 ， Ше 一 dim (тл 一 Аһ) = mo — Асо, Тоо = 0, 故 Ам = Mæ 
所 以 ， па = ma — Аһ = Е(т.„ |У) — Аһ = E (Ayl Fn) — Аһ, 


记 Da = ш {= 0,1,2, ,把 上 述 结果 应 用 到 (maoa, Fan) 


#=0,1,2,-.-, E, 得 到 一 个 增 序 列 Aə-. (п), 21, WMH А-а (n) 
€ iz-», 使 得 
Тұ" = E (А. (т) ) ~ А 12- -a (n) (1 — 24) 





UOTI TUNPATA ab шә де TT Y енна ‚дын, a aY 
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2) 先 假设 A (n) Š lim An- (n) 为 一 致 可 积 (下 面 将 证 明 它 


57 (mt) Ж D 等 价 ). 于 是 随机 变量 族 (Aoin) AAR ([3]th.5.9p192)， 
EEFT] (nj) 以 及 可 积 的 随机 变量 A... 使 得 对 任何 有 和 界 的 


随机 变量 上 有 
Jim E A. (n;)£ = E АЁ (1 — 25) 


可 以 证 明 E (Ao F) — E (Aof) 事实 上 ， wn( 有 界 随机 变 
R), E= EnF 我 们 有 


Е(Е(А..(п;)17)) = E Ax (п) 
> ЕА. = Е[Е(А.|7,)є) (1-26) 


(1 _ 26) 式 无 边 = F (E (A. (na Em, 
(1 — 26) 22319 = E (E (A| F-n). 3889 


E(Aw tn;) Tr) y EtAc | Fs) (1—27) 
记 m, 86 Е(А. |7) 的 右 连续 修正 ， 令 
À, =m, — m (1 — 28) 


由 (1—24) 式 及 (1—27) 式 容 易 证 明 ，Yr € Dn, A, = Ar. 所以, 我 
NEGE 4 为 A. 由 于 А, 在 Р, 上 是 增加 的 . 于 是 由 A, 的 右 连续 
性 ， 可 知 A, 为 增 过 程 . 往 证 А, 为 自然 增 过 程 ， 为 此 验证 (1—17) 
Ж.Ж Ү=—(и,Л%),#® > 0 ЖЕТА, аа. 
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ва 


оо 
е | g | —dA, = Ша 5 ` E (Yiz-n (CAC 1)2—n 一 Аңо-+)) 
0 i=0 


Сю) 
一 dim У Е (yiz-n E (Ag+ ~ Аш-»}Лш-»)) 


i=D 
= Шт УЕ [vin E (тену 一 Matiz- ) 
#=0 
一 (nia-n 一 Тю-т )|.Ууо-в | 


та 
= im JE (2--Ё {Ta2—n 一 т 1)уз-"|ЛЭэз-=}) 


i=0 


= lim УЕ (уо (Ауа (n) — Ар-»(п))) 


i=0 
= lim > E (Da- Ag- (в) — gi2-n Ag. (n)) 


= im E А (n)uso 


F; Аму 


其 中 最 后 一 个 等 号 是 由 于 (1 - 23) 式 ， 只 要 考虑 子 列 (л). 所 以 
дені. 

3) 往 证 分 解 的 唯一 性 : 设 7i = т,—А, = ти At, ЩА. А! = 
т; 一 mt М. 考虑 任意 的 右 连 左 极 对 Y = (y, 7), > 0, 以 及 
各 ,性 区 间 的 分 割 0=w < h cee < tk, = t, 记 分割 的 直径 为 入 


Ё t 
E (/ Уа — аА, = f Уз— ал, ) 
0 Ü 
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k 


= УЕ? (va (A. ш Atea) — (An 一 Ar )]) 
Kn 

~ іт Е), [a E KAn ш Арал) — (А, 一 АЛ, ) 
j=0 
Èn 

= lm E) ` (за, Е СОИ _ mk.) _ (ma, ш me Fts j) 
了 了 一心 . 


= Ü 
因此 ， 由 定理 1.23, 引 理 1.22 得 到 Ey (A, — А) = 0, X £ = 
sgn( A; — А), у = E (|7), 则 得 

Е|А, 一 水 | = Еу (А, – At) = 0 

所 以 A, = Apn BATERA 4 与 А', 因而 M 与 M 无 区 
别 . 

4) 最 后 证 明 14-(n)ui' < л 3 D. 

必要 性 ; 如 上 所 证 , 如 Aoin) ui, IA 0 < z = E (A;.|Z,) — 
Arn A= = "оо, ПЕН Doob 停止 定理 v+ € J, m, = ЕА. |17,), 所 
以 x, < m+ = E (A<_.|7Z;)u.i.. 

充分 性 ;回忆 (1 — 24) 式 ， 

Ti-a = È (A(n) | Ж $о-»„) — An- (n) 

Астру" Є .天 in 对 任意 的 À > Ü, RÆ 


TA = inf (227%: Aaiya > АЈ inf = +оо 


是 关于 Ло-« 的 停 时 ， 因 此 mx Є Fona Н (1 — 22) 4 


Ят у = Е (Asok Fraa) 一 Ar, a (n) 
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J A. (m) dP 
(A. (n)>A) 


- д (aP + | Tr dP 
faa э (Ав (т) >А) 


< АР(Ам(п) > А) + f т, dP (1 — 29) 


(Tn, <оо} 


TË 


J (Аъ (n) — А)аР 
(А (n)>2X) 


J (A. (n) — NdP 
{А (т> A) 


< f Ara dP 
【Ta А < OO) 


/А, 


这 样 


在 (1—29) 式 中 以 244 入 得 到 


f A. (n) аР 
(А.п) > 2А) 


< 2 | Тт a dP + f Tra a dP (1 — 30) 
` {Tn x <оо) l {Ta na OO) 


有 


m: ai," Kk" ль "Pr Pi т Ta 








注意 到 


Plm,s < oo) = Р(А (т) > А) < ŽE A (mn) 


< Ето — 0, (А — 0) 


tH z Ж D.(1 — 30) ЖН п 一 致 趋 于 0, 因此 
зир, Í A. (in) dP — 0, (À — со) 
(A. (n)>2A) 


这 就 是 (A. (n) BATRE. РЕНЕ Е. = 

1.25 定 理 j X = (X,,Z+),t 2 0 ЯЛЕ ВЕН D , WH 
存在 右 连续 的 一 致 可 积 靳 M = (Me Fet > 0 ЖЖАП H 2838 
过 程 4 = (An Fi) t 2 0 E 


AX: = M-A, t 2 Ü (1 — 31) 
HÆ аз. 的 意义 下 ， 分 解 是 唯一 的 ， 


证 明 ”由 于 X 类 D, 特别 有 sup, [ХІ < оо, ТНВ 
伍 定 理 ， 存 在 可 积 的 随机 变量 Xo 使 得 X. = lim X, W fu = 


E (X. |Z) 的 右 连 续 修正 ， 令 m = X, — me, 则 过 程 л, 将 是 一 个 
TERR Р 的 位 势 ， 由 定理 1.24 我 们 有 


E (X. |>) + E (Axl Fd — A, 


其 中 (A) ERIRE) Н ЖЕЕ, me = Е(А + Х|) 是 一 致 可 


RER, WK TP ИТЕЛЕ — 1822) Doob-Meyer 分 解 的 唯一 性 . 


口 


| 
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| 如 果 右 连续 上 园 X 只 是 类 DL, 那么 对 任意 的 a< оо, 限于 
I a ËJ Ek Xe = (X, : t < a) Ж D, 因此 有 Doob-Meyer 分 解 
1 

X = M° — A" 


j 
这 里 的 MP = E (X, + Aal Fot < a, W As = (A, : t < a) 是 自然 
ЖУТ, Н FA, < oo. 对 于 b > a, W 


? 


Х* = M° А? 


有 分 解 的 唯一 性 ， 对 于 t< ua, 有 M= Мр, A = At. 

从 而 我 们 有 

1.26 推 论 2 X = (ХЛ), > 0 ЯЛЕ DL КЮ, | 
存在 上 自然 增 过 程 А = (A,,Z,).t 2 0,Vi,EAdt < co, 使 得 Х, = 
M, — А. 其 中 (Mi) t 20 RER. 

TRH Doob-Meyer 分 解 对 随机 积分 的 建立 有 直接 的 应 用 ， 
它 可 直接 由 上 蔷 的 分 解 得 出 . 

1,27 定 理 i X = (X.,Z,),t 2 0 928 D 下载, 则 存在 一 致 
ТЕ M = (Mi, Fah 以 及 可 积 的 自然 增 过 程 4 = (Ар, 7), > 0, 


1919 
Хь = М + А, t > Ü а... 


且 分 解 在 a.s. У РНЕ —. x 
如 果 将 上 面 的 类 D 条 件 改 为 类 DL, Д M HER, 4 只 是 | 
自然 增 过 程 ， мр0, БЕА, < оо. | 
最 后 给 出 分 解 中 何 时 A 为 连续 的 条 件 . 
1.28 定 多” 称 位 热 (ri 正则 如 果 对 于 任意 竟 停 时 列 +, {т< 


ооа.8., 有 lim Ern = Em. i 
Ra y DO . 
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1.29 定 理 тж D RERS (EW), (2 TEH, 
则 Doob-Meyer 分 解 中 的 (A) 连续 < 9 (EE) EN. 

证 明 必要 性 ， 设 (A. 连续 ,如 ra Tr, MJ Arn — A,, 由 控 
制 收敛 定理 ЕА, — E A,. 

充分 性 : 设 z 正则 ，0< r€ 7, TT, ФЕ lim An = Ar, 
因为 An < 47, 故 只 要 证 lim EA, = EA. 这 可 由 z 的 正则 


性 以 及 分 解 中 M 为 一 致 可 积 黄 而 得 и 
51.4 过 程 与 测度 的 投影 
本 节 我 们 讨论 现代 随机 过 程 论 的 重要 内 容 ， 随 机 过 程 的 可 先 
与 可 料 投影 以 及 测度 的 可 选 与 可 料 投影 ， 首 先 介绍 可 选 与 可 料 过 
程 的 概念 . 
以 下 出 现 的 = 代数 流 (Z+) 总 假定 为 满足 通常 条 件 
1.30 定 义 #F 


R = (з, х F, (01) x Fo : Fo E Fo-F € Fa} 


中 的 集 为 可 料 矩 形 ， 记 A 为 由 R 生成 的 环 ， 称 由 7 生成 的 代 
数 为 Р, 称 为 可 料 с 代数 . 称 实 值 随机 过 程 Х 为 可 料 过 程 їп 
果 它 关于 P 可 测 ， 亦 即 对 任意 的 B є В(А), Х- (В) £ P, 简 记 为 
X € P. 对 于 任意 的 А €R, Yt, a(t, w) € 无, 因此 可 料 过 程 是 过 应 
过 程 . 
对 于 任意 的 ra € .7, 称 各 种 区 间 [7,o], (7,o] 为 随机 区 间 ， 
其 含义 为 
[m,a] = {tw ЕЯ хб:т<ї<с} 


其 它 形 式 的 随机 区 则 (r, o], (7,0) 意义 上 自明. 








注意 随机 区 间 不 售 (оо, о) 之 类 的 点 . 
1.315 称 


О = (一切 随机 区 间 ) 
为 可 选 o 代数 ， 关 于 侣 可 测 的 过 程 ， 称 为 可 选 过 程 . 如 A 是 一 
个 随机 区 间 ， 则 Talt, ш € Fa Yt. 因此 可 选 过 程 也 是 适应 这 程 . 
HF (s,t] x F = (в,т], 其 中 了 = sfr- + tif, 而 


{0} x Fo = (0, +) 


其 中 


Ta = “1, +Ü. I Fe 
因此 
PCO 
记号 а(є.),о(т.с.},о({.с.), о(1.с.т.1.) 分 别 表示 由 适应 的 连续 ， 


右 连 续 ， 诺 连续 ， 左 连 右 极 过 程 产生 的 c 代数 . 
1.32 定 理 任何 示 连 续 适 应 过 程 是 可 料 过 程 ， 


сПс.) 一 对 人 .CT = Р. 


证 明 iX ATEREA, Yn, 令 


Ск) 
Х® = Хо, + s ` X koa (go < aS(k+1y2—n) 
k= 


则 对 任意 的 À є B(R), 
(X) (A) = {0} x Xo (А) | 
о | )((&2—*,(Е + 275] x X... (A) 


ШОНАТ" бте ant MAT му ме ме а алара 
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由 于 м, X, € Fn 因此 X” ЄР. 而 由 左 连续 性 ， lim X"(s,2) = 


Х (8,0), й X € P, ЕП ofle) ESEP. 另 外， 可 料 矩 形 的 示 性 函数 
为 在 连 右 级 适应 过 程 ， 故 P C (crt) С о(1с.). 从 而 ofle) = 
og{l.c.r.l.) = Р. Г] 
1.33 定 理 о{({.с.т1.) С о(е.). 
证 明 只 要 证 明 每 个 有 界 的 左 连 右 极 适应 过 程 是 连续 适应 
程 在 R. x 人 上 的 极限 . 为 此 , 我 们 扩充 左 连 右 极 过 程 X ти 
ТЕ X, = 0,5 < 0. RAEE nt> 0,Vm € N, < 


ү" (s, ш) = Trt—n-! p(s) en (ш) 


+ x Гра fke 9108) X pa-m (ш) 
Ë 


其 中 天 为 满足 k2-m e [t—n- 1.4 Ч, Y” e B([t—n 1.4) х 
五 . 则 当 (s.a) ЄЙ п} x t F, н X АЈА, У" — X, 
因此 X e Bi- na’, tp x Z,. у X АТН, 


t 
Xr (ш) = nf Х(з, ш) ds 
#71 


对 每 个 À, 以 及 充分 太 的 nn 有 定义 ， X eBt- nt, t) x Fan H 

Fubini EJE, X? € Fa Xr 在 + 处 连续 , АЧ ХА ecole) I) X" — X, 

AH X є s(c.). О 
нЕ ТЕ, 


gle.) C «(Ї.с.) = P = о(й.сгл.) C ole.) 


也 即 ， 适 应 和 的 连续 过 程 ， 适 应 的 左 连续 讨 程 ， 适 应 的 左 连 右 极 讨 
EHER P. 
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; 容易 证 明 O = cz([r,co) : r € 四 ,随机 区 闻 [r, oo) 的 示 性 函数 
| 是 右 连 堪 极 适 应 过 程 ， 因 此 O C olr.111), 下 面 的 定理 1.35 给 出 
тиша. | 
| 1.34 引 理 ХАНЕ тє Z, WI 

| (DY EX € Fri 

| (2) Y Доу 为 可 选 过 程 . 

i 证 明 1) БА, ФЕ 2). REH 4 € Z,,Y = IA 来 证 明 . 

| 令 raga 分 别 为 停 时 mc 在 站 上 的 限制 ， 则 

| TAI, y = diraa) 

ТА,бд € 7, IX Дел) E O, ATT Y I, O, € О. D 
' 1.35 定 理 о(т.с11.) = О. 

: 证 明 iE g(r.c.l1.) С ,为 此 我 们 将 证 明 任 意 的 右 连 左 极 
| 适应 过 程 X 是 一 列 可 选 过 程 X 的 极限 ， 令 


ту = 0 


1 
ткы = шї {з > rE i Xs = Xgl > {ке No, 


则 可 归纳 证 明 每 个 7 € 7: є 7, ШП тр € Z, W 
{w i Tp Ë < t = {тр < t] 


n U [ez <з)п fix, — Xrpael > E) 


БЄ60171(0,2) 


HT Arnat E Fi 国 此 {TR < t} Є >, 由 于 (Fi) ҺЕ, 
kk тз e 7. 
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由 于 ХЖ, Æ { < so) 上， 有 


Хр 22 (1-32) 


k+: 


9899 TE < тр, MH (1—32) R, 可 见 { : k E No 设 有 有 限 的 
极限 点 , 否则 与 X 存在 有 限 的 左 极 限 矛 技 , 这 样 тр T oo (k — оо). 


Мп, 令 


DO 
Х" = У Xr Trees) 
k=0 


Aa 1.34, X" EPA, Ант" 的 定义 X-X en, IH 

此 X = lim X" 为 可 选 过 程 . 口 
1.3658: 上 面 的 证 明 可 修改 来 证 明 cfr.c.) C O, 见 文献 [5)рр58. 
ШЖ X 为 右 连 续 适 应 过 程 ， 则 А 为 循序 过 程 ， 


are C D C B(R ) x Z. 


以 上 结果 表明 


P=o{tc)=ollcrl)=otlc} С © 
= ofr, сі) = о{т.с.) С B(R ,) x Z 


下 面 命 题 表 上 明 某 些 随机 区 间 是 可 料 的 . 
1.37 命 题 “Yr,n€ 7, [0,7], (т„т] 均 为 可 料 集 . 
证 明 ”只 要 证 [0 了] € Р, Уп € N, 2 


тч. 


+1. 
Та = > n Tk <r< 5k] 




















55 
则 z, 47, [0,7] = П, tai. 而 
onou (EE 4) 
AF (осто E) =(т<ж) € Fa BL 0,7] EP. О 


1.380 ЖЕЛБЕЙ 7 :0 — R. 为 可 料 时 ， 如果 存在 
ЕҤ m tras 后 得 在 [т > 0! E, Tmn <т. ЖЕРК (ra) 为 a.s. 
预报 可 料 时 + 的 停 时 列 . 

我 们 这 里 可 料 时 的 定义 与 文献 D] 不 同 , 那里 把 具有 [7, оо) € 
P 性 质 的 停 时 称 为 可 料 时 ， 并 且 证 明了 (文献 [1]4.18 定理 ) 一 切 
可 料 时 是 a.s. 可 预报 的 ， 而 下 面 证 明了 1.39(3), 所 以 两 个 定义 等 
ir. 

易 证 每 个 可 料 时 为 停 时 ; 如 果 7 为 停 时 ， 则 对 常数 上 > 0,r+t 
是 可 料 时 ， 事 实 上 r+ t-— ы = Tm fr + t. Нл РЕВ. 


直观 地 ， 如 果 т > 0 表示 革 一 随机 事件 发 生 的 时 刻 ， 则 + 为 
可 料 时 ,表明 这 个 事件 的 发 生 ， 不 会 令 我 们 惊奇 ， 因 为 一 列 т # 
件 的 发 生 ， 将 会 告知 т 的 发 生 . 

1.399115 

(1) т 可 料 ， 则 (т, оо) € P; 

(2) 所 有 以 可 料 时 为 端点 的 随机 区 间 都 是 可 料 集 ; 

(3) allr, оо) :了 为 可 料 时 ) = P; 

(4) O = о(С), P = o(C;) = о(бь). AP С = {[0F], F € 
Жо)(е‚,т|] : тт € JY, ПО Е or 限定 为 只 取 有 限 个 值 的 
停 时 ， 或 只 取 有 界 值 的 停 时 ， 则 分 别 记 C 为 Су 或 相应 地 СЬ. 
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ШЕВА +EuE 1) # +, 预报 т, M 


[r, оо) = {{0} x [= = 0]) u (Г\с». oo)) 


因为 =0 € Fo 以 及 (ra,co) = R, x OD, m) € 7 而 由 命题 
1.37. 0, Tn] E P. Ж [r.co) E P. 

2) 对 TEP, 则 由 命题 1.37,[0,т| € P, m [0,7) = (т, оо) € P. 
其 它 随 机 区 间 如 (mo) = [0, 0) 0r] € Р, 同时 称 为 可 料 时 图 的 
[т] = 0, rA, r) € P. 

3) 记 Q = o([r, оо) :7 为 可 料 时 ) 由 1) 可 见 Q C P, 往 证 
P Ç Q. 为 此 只 要 证 及 对 О. 


Уге 7,0,7] = гъ |0, +5 1), 而 r + L 为 可 料 时 ， 因 此 由 


(1), 10,7+21) € О, FÆ [0,т] £ О. 所 以 , ATEHERE (s, t] x = 
(SF = [0, tF] 0, sF] € ©; m {0} х Fo = [05,, оо)\(0љ,00) € ©. 

4) Ж ШЕ O = оС). I С Су, М. (о,т] = [0,т}\[0, е], 出 命 
ЕШ 1.27, [0,7], 0o] EP, E ССР, ñ Z C Cr C G C C C P. ВЛ 


P = o (R) = о(Су) = о(бь) = 0(0). 


= 
由 此 可 见 ， 对 于 T € 7, Ш [7,00) € О, 而 对 于 可 料 时 т, BD 
[r oo) € Р. 其 实 其 逆 也 真 . АРК ab, CIRE У пре 
时 ， ia, 可 也 可 看 成 是 随机 区 间 ， 因 此 L. = Tasa 既是 可 选 过 
程 允 是 可 料 过 程 . 
1.40 命 题 reJ, MRX 可 选 (或 可 料 ) ， 则 XT 也 将 可 
选 {或 可 料 ) . 
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证 明 ”由 于 
X = Х Қо, +] + A rdir oo) 


左 连 续 过 程 Fir oo) € P, 故 0.7] ЄР. 因此 ， X До, Є О, (或 P) == 
Хє 0, (ЕР). 而 


Y = Ху й+о 一 rireo0) Tr,o0) 


注意 到 Xipe € Fn 故 了 为 严 连 续 适 应 过 程 ， 因 而 为 可 料 过 
程 . 所 以 XT 可 选 (或 可 料 ) 等 价 干 AX 可 选 (或 可 料 ). О 

一 个 随机 过 程 进入 革 Borel 可 测 集 的 随机 时 刻 是 今后 经 常 要 
研究 的 ， 我 们 称 为 PA. HEE 


тв(ш) Š inf(t : Х(@ш) € B}, B € B(R) 


为 初 遇 或 首 达 时 . 当 X 分 别 是 可 测 ， 可 选 或 可 料 过 程 时 ,4 2 
X-B) 分 别 属于 ВА) х,о Р.Р A C R. xn 集合 4 
ЕБ ЕИ: 

Da{w) = infft : (t.u) € А} 


我 们 有 
[o : Da(w) < t} =Ц(Ап[0,ё) x Q) 

其 中 IERA О 的 投影 ， 为 了 研究 тв 或 Da [ун] ЕД, Ж Ж 
容 度 与 解析 集 的 理论 . 下 面 不 加 证 明 地 给 出 我 们 需 妻 药 结 果 . 

1.419688 设 (0, F, P) 为 完备 的 概率 空间 ， 则 对 一 切 可 测 集 
A E€ ВІК) x Р, ПА) € Z. 

1.428988 设 (0.7, P) 为 完备 的 概率 空间 ， (F0) WEER 
条 件 ， 则 B(R I) x Z 可 测 集 的 初 各 为 Z 可 测 ， 而 循序 和 集 的 初 各 
为 (五 ) 为 停 时 . 


ED "PH TOT Hg тыл “` ада анинин m. s.s... шош иш ш 
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截 口 定理 表明 可 选 (PEP 过 程 的 轨道 将 被 它们 在 停 时 (对 应 
Ян, 可 料 时 ) 的 取 值 所 确定 . 截 口 定理 的 证 明 要 依赖 于 容 度 与 解析 
集 的 班 论 ， 我 们 省 去 它 的 证 明 ， 读 者 可 参考 文献 H]. 

1.43 定 理 设 4 是 可 选集 (可 料 集 ) ， 则 对 尾 意 的 < > 0, 存在 
停 时 (可 料 时 )7, 使 得 

Dir] © А; 

(2)P(r < oo) 2 POKA) — є. 

其 中 A) 表示 АФ 只 上 的 投影 ， 而 二 (О, оу: — т(шо\у} Ж 
为 停 时 7 的 图 . 

设 AE Z(R,) x У, й Р(л(А)) = 0, WER 4 为 不足 道 集 ， 
Ia 为 不 足 道 过 程 . 下 面 就 是 截 口 定理 的 应 用 . 

1.44 定 理 8 X = (Х,У = (И) 为 两 个 可 选 (或 可 料 ) 过 
程 ， 如 对 每 个 有 界 停 时 (可 料 时 )7, 有 X, < Y-, WJ X < Y. 

证 明 ”只 证 可 选 情 形 ， 用 反 证 法 ， 设 А = (tw): Хш) > 
Yi(w)} 为 非 不 足 道 的 可 选集 ， 则 由 截 口 定理 存在 停 时 o, 使 [o] C 
А, Н Р(о < co) > 0. РНЫ С > 0, 18 Р(о < С) > 0. 
S +T = G A C, W| + УАТ, Be a < C LE, += о, М 
[r] (R. x (c С) C [e] S А.Д ЕП X, > Ү,, 59278. 所 以 
4 ЮТА, Вр X < Y. = 

由 此 可 知 

1.45 推 论 设 XY 为 两 个 可 选 (可 料 ) 过 程 ， 如 对 每 个 有 界 
停 时 (可 料 时 ) т, Xr = Y... MI X 5 Y 无 区 别 . 

有 时 不 易 验 证 对 每 个 咎 时 或 可 料 时 了 的 У, = У,, 下面 给 出 
更 方便 的 条 件 . | 

1.46 定 理 设 忒 了 为 两 个 可 选 (可 料 } 过 程 , 如 果 对 任意 的 停 
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时 { 可 料 时 )7， X, L. oo M Ү.-Г..<оо 可 积 ， 且 ЕХ <со < EY, Le coo 


і 

| mj x < y. 

| 证 明 ， 只 讨论 可 选 情形 . 设 А = ((t,o) : Xel) > Yil) АЕ 
| ERM, HiO ERTER r, EE [r] C А, B. P(r < oo) > 0. 
. 此 时 有 ЕХ с > EY.L coo, 矛盾 . " 
: 现在 讨论 过 程 的 投影 ， 为 此 先 介绍 Doob 停止 定理 的 可 料 形 

А | 
我 们 称 


Fr- =F vo(An(t < r): AE Fate R.) 


为 严格 工 前 事件 的 c 代数 . MELBA r E Z. BZ. C Z. 
1.47 引 | 理 设 AP EHT, ж mm 是 预报 т 698872), ДІ 


Fr = V z, (1 — 33) 





WX), VZ, =s (U7Z.). 
证 明 НЕ (т> 0) С (т < r), 所 以 VA E Z,., 
А = АП (т er NT >й) An(r = 0) 


= | Ап(њ < ri) ñ (r; < r) 
“ЄС 


(т> 0) [| )Ап(т = 0) 
HA YVA € >, An (r = 0) € Zo C Fr, fü À € У, С Fr й ЕЛ 
的 ANT = 0) € Z. 而 另 一 个 集合 ， 则 由 (т > 0) E Fr- AR Z 
的 定义 ， 也 属于 Fr- 这 就 证 明了 V 万 .CE Fr. 
М YAE Fi, 


AN(teT)=|]AN (t< Ta) € V Fr 
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因此 ， Fr- EV 大 ,这 就 证 明了 (1 一 33) 式 . Г] 

下 面 是 Doob 停止 定理 的 可 料 形式 ， 它 是 过 程 可 料 投影 的 基 
ВЕ. . 
1.48 定 理 Б (Xi,t € Ву) ута ЖА (Rh) ， 则 对 一 切 可 
БЕТ 及 停 时 U >Т,Ң 


E (Xu| Fr) < Хт, (= Хт_)ав.. (1 — 34) 


证 明令 (T,) 为 预报 工 的 停 时 列 ， 则 有 
Fr- =o (U я.) 


由 停止 定理 
Е(Хе|Ут„) < Хт, äs.. 
S п оо, 8. 


FE (Xu|7r-)= lim E(Xy| Fr) < lim Хт = Xr- 


(1-34) 式 得 证 . 口 
过 程 的 可 料 ， 可 选 投影 是 随机 过 程 理 论 的 重要 内 容 ， 下 面 只 
对 可 料 投影 给 出 相应 的 证 明 ， 对 于 可 选 投影 的 证 明 是 类 似 的 . 
1.49 定 理 设 和 为 可 测 过 程 ,Yr € JOPE, X ico 关于 
РО.) ос В, 则 存在 唯一 的 只 取 有 限 值 的 可 选 {可 料 ) 过 程 
XCX) 使 得 


FE(X, L сс] Ут) =° X7r 瑟 <oo 或 相应 地 
Е(Х 1 <бо|Ут—) =P X rl, соо (1 _ 35) 


我 们 称 此 °Х(РХ) 为 X BS оГ (可 料 ) 投影 . 
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证 明 ”我 们 只 证 可 料 情形 . 
唯一 性 由 截 口 定理 得 出 ( 见 th.1.45), 那里 指出 , ШОРА 与 Y 
HE X 的 两 个 可 料 投影 ， 则 对 每 个 有 界 的 可 料 时 有 PX, =Ү,, 
于 是 并 5 Y 无 区 别 ， 因此 可 料 投影 若 存 在 必 唯 一 . 
往 证 存在 性 ， 我 们 从 简单 的 过 程 开始 . 
1) Ë X = ilinon 其 中 E 为 有 界 随机 变量 , 令 ?X Š 
YV Lis RE Y HE EEF) 的 右 连 左 极 适应 修正 . ВК, РХ 
пре}, ТЕН Doob 停止 定理 的 可 料 形 式 ， 
E(Xrlrco]Fr-) = Қ.т) EEF) 
= Trgren BE (E (EF) ЛУ) 
= св EY |F -) = I<r<sy Yr- 


= PX rir coo 


这 里 用 到 Y, = EEF) 它 可 从 对 只 取 有 限 个 值 的 停 时 S, у т, 
有 Ys, = Ё(&|75„), 取 极 限 而 得 . 

2) 如 将 满足 (1—35) 式 的 可 料 投影 看 成 为 由 X — PX 的 算 
子 ， 显 然 它 是 保 序 (在 过 程 无 区 别 意义 下 ) 的 线性 算 子 ， 且 对 于 有 
界 可 测 过 程 X, 存在 ХО” + X, 且 每 个 PX (9) 存在 , 于 是 PX 存在 
H ?Х = lim ?XI™, 因此 一 切 有 界 可 测 过 程 的 可 料 投影 存在 

3) 对 于 一 般 的 非 负 可 测 过 程 Х,4& Xt = X An, 则 除去 一 
个 不 足 道 集 外 ， РХ t. 在 此 不 足 道 集 外 令 PX = lim? X, 而 
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在 此 不 足 道 集 上 令 РХ = 0. 则 对 任何 可 料 时 т, 我 们 有 
E(X,+L. cool Tr) 一 lim E (XAM ireo F) 


= lim X соо) 


一 PX L coo 
4 


А.н Х„Һ<в 关于 Fro Н, PA, РХ. аз. ЖЕ. 

4) 对 于 一 般 满 足 定理 条 件 的 可 测 对 程 X, 我 们 有 X= X+ 
PY- D 

Ж! 

(1) Æ X AMFI, Mh E(X соо) = К. соо, A 
为 Vr E J, Xrireo € Fr, 因此 Q = {|X cos ny t f, М 
E |X; recoin < п, |X- 关于 Fr 为 о 可 积 . 这 样 存在 可 
Hii °X 使 得 

Х.Г. соо =° K+I,<oo 

特别 有 °Х, = Х,, ХЕ НАЕЛ НГЕН RE, SREE 
БУ И] ЖЩ ПЕ. 

(2) 若 对 可 测 过 程 X, 存在 A(R PX), ПГУ 为 可 选 (HDV 
地 ， 可 料 ) 过 程 ， 则 有 


(ХҮ) =° ХҮ, (相应 地 (XY) =P XY) (1 — 36) 


下 面 讨论 测度 的 投影 . 
设 4 为 一 增 过 程 ， 在 BR) x Z 上 定义 的 


рА(Н) = Е | /, Talas) т) ,HEBR)xF (1—37) 
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- —. "Nm. Pa 


为 一 测度 ， 称 为 由 增 过 程 4 产生 的 测度 . 当 EA < oo Bf, Ж 
pa ([Ü, оо) x Я) < оо, 我 们 称 此 нд 为 有 界 测度 . 
| 1.50 定 理 六 为 R. х0 L 有 限 且 在 不 足 道 集 上 无 负荷 (BD 
| 在 不 足 道 集 上 测度 为 0) 的 充 要 条 件 是 и 由 某 增 过 程 所 产生 ， 而 
且 此 时 产生 и 的 增 过 程 唯一 . 

证 明 ”充分 性 显然 事实 上 由 (1—37) 式 ， 显 然 na EFE 
道 集 上 无 负荷 ， 令 


Tn = infít > 0: À, 2 п} 
ШЇ [0, Tn) € Вб.) > F, JIO, Tn) = Бү x О, 因为 HALO, тһ)) < T, 
可 见 дд Ж R (x GQ E o ARME. | 
必要 性 ， 今 


ӘР) = pO, x Р), FEF (1 — 38) 


TEPA Dx: Т +оо, Р; = (Dr; > 9719, E. [0,t] x F, C 
[0, Оке} С К. ТА Q, (F) < eK) < co, ХНН Q, 为 с AIR, 


又 由 Q, < P, яф А = ©. 显然 А, RT 为 as. Н. 设 
h Lt Xt а, 2 F, = (A, < n), 则 由 


! 
] 
| 
| 
HF u ВВ) хт LE o AR, WFE K; T R, x Q, (Ка) < оо. 
; 


Els, (im A;, — А) < lim ЕТ, (A;, — А) 

+ kaon 

= lim plFn x (tt) = 0 

k— 

而 U, F, = 0, Ж lim A¿ = Аав. Ф | 


A = ҺА :т >т € б}, 2 Ü : 
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则 对 一 切 上 > 0, An = An E. А, = Aras... 必要 的 话 ， 在 一 等 概 
集 上 修改 轨道 ， 可 斌 使 得 4 为 增 过 程 ， 旦 对 一 切 F c 7, 有 


щЕ х 10,0) = QF) = | Aap = E (IrA:) 





= E f. Іру, (8, )ФА,() 


这 表明 4 А 产生， 
若 有 另 一 增 过 程 B 也 产生 p WE B, = St = А, 又 由 它们 
两 者 均 右 连续 ， 因 此 无 区 别 . 口 


1.51. ВА) x 大 上 的 在 不 足 道 集 上 无 负荷 的 测度 p #F 
为 是 可 选 (可 料 ) 测度 ， 是 指 对 一 切 非 负 有 界 可 测 过 程 Х 有 


B(X) = PCX) X) = ц(РХ\)) 


其 中 а(х) = f X qa. 

H (1 一 36) A, AAEH: 如果 是 可 选 (可 料 ) 测度 ， 则 对 
任意 的 有 界 可 测 过 程 X, 我 们 有 °X = E,(X|O)P X = E,(X|P). 

1.52 定 理 设 4 为 增 过 程 ， 则 pa 为 可 选 (可 料 ) 测度 的 充 要 
条 件 是 А 为 适应 (可 料 ) 过 程 . 

证 明 ”充分 性 : 设 4 适应 ‚(С,) 为 与 A 相 联系 的 时 变 ， 则 对 
ЧЕНГЕ X, 我 们 有 


Е | АХ» А, = Ё f Хо, Гс, <o) da 
[0,oo) 0 
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С 
= f E [Xo Цо, <ооуйз] 


ERD 
- |C E xotas 


= 五 | f хыл, (1 — 39) 
[0,оо) 


这 里 第 一 个 等 式 是 因为 对 a.s. BS ш, Х, 是 非 负 有 界 Borel 可 测 
机 数 ， 利 用 单调 类 定理 可 以 证 明 在 取 期 望 前 两 边 相 等 ， 因 而 第 一 
等 导 成 立 ， 第 二 个 等 号 可 由 Fubini 定理 而 得 . (1 39) 式 正 是 
НАСХ) = пд(°Х), К дд 可 选 ， 

若 4 可 料 ， 注 意 到 C = inf{s > 0: As > th MAER Ci 
为 可 料 时 ， 事 实 上 ， О. lim Coni 而 后 者 为 停 时 列 ， 其 余 
ÉS HE RR ЭИ. 

必要 性 ， 设 pa Н, НХ = Iplpogsm ГЄ У, AIRE 
ра НГЕН, 

Е(А, Ір) = рА(Х) = nA X) 
= Elp A) = E (4E Up Fo) 
= E (E (4| F )E Ur| F) 
= E(E (AFH F) 
所 以 А, = E (A,|7Z4) as, Ё 4 适应 . 

至 于 pa 可 料 导致 А 可 料 的 证 明 可 见 文 献 [1jth.5.13. 口 

1.53 УМ Wu ВН) ХР Lo Н, НЕЛЕ Ел 
负荷 ， 对 任意 的 非 负 有 界 可 测 过 程 ， 令 


H(X) = BCX), иР(Ху= pX) 
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№] нә, ш? 分 别 为 可 选 ， 可 料 测 度 且 在 不 足 道 集 上 无 负荷 (但 未 必 
с 有 限 ) ， 我 们 称 ио, ир 为 и ВЈ 可 选 ， 可 料 投影 . 

如 果 a — na 为 某 个 增 过 程 А 所 产生 ， 那 么 就 有 pa 的 可 选 
或 可 料 投影 вон. 因为 它们 未 必 和 有限， 所 以 不 能 保证 它们 一 
定 分 别 为 某 增 过 程 所 产生 ， 如 果 не 为 一 增 过 程 B PFE, MA 
由 1.52 定理 ， B 必 为 适应 增 过 程 . 类 似 地 ， 如 果 ир 为 一 增 过 程 
C 所 产生 ， 则 C 必 为 可 料 增 过 程 . 我 们 分 别称 这 样 的 号 为 4 的 
THARE, јо B = A°; 而 称 避 为 4 的 可 料 对 偶 接 影 тс 
С = АР. 显然 当 4 本 身 为 适应 增 过 程 , 则 4° = А; 当 А 本 号 为 可 
料 增 过 程 ， 则 АР = А. 对 于 一 般 的 增 过 程 А, А°(АР) 存在 的 充 要 
条 件 是 4 为 所 谓 的 准 局 部 可 积 { 局 部 可 积 ), 详细 的 表述 可 见 文献 
[1]th.5.20. 

1.54 定 理 1) 设 4 为 一 适应 增 过 程 , 对 一 切 t > 0, A, 可 积 ， 
则 为 要 4 可 料 ， 当 且 仅 当 4 为 目 然 增 过 程 ; 

2) 设 4 为 一 适应 可 积 增 过 程 ， 则 为 要 A оре}, ч АУУ A 
为 可 积 自然 增 过 程 ， 也 当 且 仪 当 


F | M, dA, =E | M,- då; (1 — 40) 
证 明 1) 必要 性 : 设 4 可 料 ， 则 由 1.52 定理 ， pa 为 可 料 
测度 ， 因 此 对 非 负 右 连 左 极 献 M.T > 0, 8 
Halon M) = нА( Цо,т)М)) = aUor P M) 
而 РМ = M_, 这 就 得 到 (1 — 22) 式 ， 因 此 4 为 目 然 增 过 程 . 
往 证 充分 性 :首先 很 定 ATR, $ 


С={[0,}хЁЕ:#>0,КЄ7ү 


аА РЕ САНАН РК 





mamii. р, 








r. ` “ne. фт, Pr. =. Узан i: = агы, 
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W Сут, о(С) = B(R,) x Z. i C = |0,41] x F, M yi 
E (TF |Z+) 的 右 连 左 极 收 正 ， 则 
"Ic = M ho х Pico = Mioara 


由 于 4 适应 , 故 ua 可 选 , 而 且 因为 4 为 可 积 的 自然 增 过 程 (1- 
22) 式 成 立 ， 所 以 
palo) = пао) = pallo) 
人 
G = (C € B(R4) x Z : pallo) = nA(Plc)) 
则 9 为 和 类 , НО2С, АЙ g = о(С) = B(R,) x 大 .此 即 на 可 


Fh X 4 为 可 料 过 程 . 
对 一 般 情 形 ， 令 A" = Алп, Ді A? 可 积 ， 从 而 A" Нр, Ak 


А ЕВ}. 
2) 由 1,4 可 积 可 料 等 价 于 4 为 可 积 的 自然 增 过 程 . ж“ M 
AERAR РЕДЬ, 则 М' = Мод + МИ» бух EEIN 


AC ye Н. Mi 


T со 
е | M, dA, + E Mr(À> ~ Ат) = E | М! dA, 
n © 


同 理 
T Dx 
E / М, dA, + Е Mrl — Ат\ = Е / M:_ аА, 
Ü Ü 


BB, (1 — 40) 式 对 M: 成 立 当 且 仅 当 (1 — 20) 式 对 MM 成 六， 当 
HRH А 为 可 积 自然 增 过 程 (定理 1.23). г) 

今后 我 们 将 把 Doob-Meyer 分 解 定 理 中 的 自然 增 过 程 ， 改 黎 
为 可 料 增 过 程 . 
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习题 与 问题 一 

1.1 证 明定 理 1.3. 

1.2 证明 1.10 Z. 

1.3 ШЖ ЕТ [0, ос) Р ЛЛК, PiE vt E Ну,{ш: 
яи) < ty € Л, 则 称 它 为 宽 停 时 ， 和 证 明 若 7 为 停 时 ， 则 必 为 宽 停 
时 ， 而 当 (Fo FER, ATEH. 

1.4 设 (А, At E R AEM phi, O 为 与 增 过 程 А, ЯН 
联系 的 时 变 ， 往 证 当 Z, AEE, 


sup{t: Cr < s) = inf{t: C, > з} 


1.5 证 明 (1 一 22) mÇ. 

1.6 证 明 可 选 o 代数 O = c i[r,co): z € 7}. 

1.7 证明 zfr.c.] C O. 

1.8 证 明定 理 1.49 之 可 选 投影 部 分 . 

1.9 证 明 椭 序 可 测 计 程 有 适应 的 可 浏 收 正 . 

1.10 证 明 如 果 ш 为 可 料 (可 选 ) 测度 ， 则 对 任意 的 有 界 可 浏 
过 程 xX, A 

°X = E,(X|O) P X = E, (XIP) 


1.11 iE (Fo AE, rA < (ro) € O,[r] € 
O. 因而 一 切 以 停 时 为 端点 的 随机 区 间 均 为 可 选集 . 

1.12 证 明 若 mr 为 停 时 ， 则 слом 为 停 时 ， 并 把 它 推广 
到 可 列 个 停 时 的 情形 . 

1.13 Ё o,r ЖЕЕ, МЕНН 

1) > 关于 万 可 测 ， 

2) Fo N Fr = Frar; 











3) Fo v Z, = Рм. 

1.14 ERË ro 为 停 时 ， 则 ++ c 为 停 时 ， 

1.15 设 X = {Xn Ffht € R, ЖАНЕ Fih GOR), (01),t EE 
R, 为 一 族 递 增 的 有 界 停 时 (或 (X,) 一 致 可 积 ) , 则 {Xo,, Font € 
R iy КЖ (车) ， 从 而 对 任意 的 有 和 界 停 时 ， 停 止 过 程 т, (XZ) 为 
TE (80). 

1.16 研究 定理 1.52 未 完成 的 证 明 ， 

1.17 Ë: (Mnr Fihti < Т < oo HERM, EHEN 4, 有 


E ((M* A А)?) < 2E ((M* л А)|Мт\) 


其 中 М” = supa er Mih 提示 ， 利 用 


М* AA | 
oo л ду” = | рх?! dr p = 1,2. 
0 





ж-ы 随机 积分 


—. a 


$21 3 A 


本 章 我 们 将 定义 随机 积分 ГА „Хам, 其 中 м жел 
12%, X 要 满足 革 种 可 测 性 与 可 积 性 条 件 . 特别 当 M 是 右 连续 
І, B ESL НН 932, 而 X 连续 且 适 应 , 则 f, Хам 


HEXA Riemann-Stiltjes ar, EF 


2" 
" X,dM, = lim > Xy (Мы — My) 


典型 的 例子 是 M = М, — at, 其 中 (А) 是 强度 为 a 的 Pisson 过 
程 ， 并 且 Fi = s(N,,s < t) (526010). 此 时 


E(M,.|Z,) = E(N.|Z,) — Qt 
= №, 一 18 十 五 (Wi -= Nal Fa) — alt — 8) 


= N, — 08 + E (N, — №) — alt— s) 


= N, — Gs 


f Xau) dM, (Q) = YL aX (u) -af X, (uy ds 
[0,2] k=1 0 
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其 中 z 是 N 的 第 大 次 跳 ， 而 右边 实际 是 有 限 和 ， 因 为 在 [0,1 
上 只 有 有 限 次 就 . 

历史 上 最 早 研究 的 是 对 所 谓 Brownian 运动 的 随机 积分 . 早 在 
1827 年 ， 英 国 植物 学 家 Brown 就 在 显微镜 下 观察 到 楷 粉 在 静水 
中 的 奇怪 的 不 规则 运动 ， 1905 年 ， Einstein 对 这 种 现象 作 了 物理 
的 解释 .1923 年 „Wiener 构造 了 它 的 数学 模型 . 我 们 这 里 所 讨论 
的 Brownian 运动 或 Wiener 过 程 就 是 这 种 模型 ， 

2.12 У Brownian 运动 (B,,Z,),t > 0 是 一 个 定义 在 完备 概 
率 空间 (0,7, P) 上 的 随机 过 程 ， 它 满足 以 下 杀 件 ; 

(1) 具有 独立 增 基 ， 即 对 于 不 相交 的 区 间 (3,4], (u,v], B, — Bu 
与 B, — B, 相互 独立 ; 

(2)B, — B, ~ N(0, 0” (t — 8)); 

(3)Bi(w) 的 (几乎 一 切 ) 轨道 连续 . 

特别 当 Bo = 0,o = 1 时 ， 则 称 之 为 是 标准 Brownian 运动 
Brownian 运动 也 称 作 Wiener 过 程 ， 一 般 我 们 总 用 如 或 W RR 
它 .一 个 取 值 于 RR 的 2 维 随 机 过 程 B = (B ( ). Б(0), e, Ba(t)) , 
者 各 分 量 相 互 独立 ， 且 每 个 分 量 都 是 Brownian 运动 ， 则 称 如 为 
d 维 Brownian 运动 . 

Яз, CEEP (1), (2) 就 可 确定 一 个 过 程 的 分 布 ， 我 们 称 
这 样 的 过 程 具 有 Brown 分 布 . 

为 简单 起 见 ， 我 们 不 妨 只 讨论 标准 Brownian 运动 . 若非 特别 
声明 ， 下 面 所 提 及 的 Brownian 运动 均 指 标准 Brownian 运动 ， 除 
了 下 面 给 出 一 个 较 易 验证 的 等 价 定义 . 

2.2 命 是 设 5o=0,5= (Ba, t € R. 的 轨道 连续 ， 则 B 25 
Brownian 运动 的 充 要 条 件 是 : 
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(1) 它 为 Gauss 过 程 亦 即 Vti, t2, s tns (Bas Вы, ,Bi,) 的 
联合 分 布 为 正 态 分 布 ， 
(2) 
ЕВ, = 0, E(B,B,) =tAs (2 — 1) 


证 明 ”必要 性 ， 利用 特征 函数 方法 不 难得 知 (1) 成 立 ;而 
EB: 一 Е(В, = Bo) = 0, 
ЕВ,В, = 3E (B? + В? — (B, — B.)°) 


] 
= 3(t+s—lt-s)=tiAs 


充分 性 : 当 B 为 Gauss Ж, H 人 2 一 1) Айз, ДІ 
E(B; 一 В.) 一 ü: 


E(B; ~ B? = t + s = 2(t A 8) = jé — s|; 
x Vsi < H Са < to, A 
E((Ba т Ba (Bn 一 Б.,}) = фр — s, — t + 3 = Ü 


可 见 B, — B, ~ N (0,|t — s|), 而 在 Gaus 系 中 不 相关 即 独立 . D 
| 利用 2.2 命题 不 准 证 明 Brownian 运动 的 某 些 变换 仍 是 Brow- 
nian 运动 . 
| 2.3 命 题 S B = (В,) 32 Brownian 运动 ， 则 下 列 过 程 仍 为 
| Brownian 运动 
(1) Yu 2 0, {Bi+u — Bu}; 


| OLETE EEA в}, 


(3) (V, = tB, h(S 1 = 0); 
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(4) УТ > 0, {Br — Вт}. 

2.4 命 题 (В,) 为 标准 的 Brownian 运动 的 充 要 条 件 是 ， 六 于 
По 代数 族 FE = (B... < бю. FPA ad УГ. ¿C 
Wu. | 

证 明 ”必要 性 : 对 t> s HH B-B, 与 ZP 独立 ， 我 们 有 

E(B,|FP) = E (B, — B| FË) + B, = В, 


而 且 


E(B? — ВР?) = E((B, — B,)2|Z?) 
= E(B,—B, =t-8 


条 件 的 充分 性 由 Levy 得 到 ， 下 面 的 定理 3.7 ТЕН Г 
Elexp f¿MB, ~ Be) |F} = exp | - LG — s} 


АШ В, – B, 与 ZP 独立 , Н Bi- B, = NO t-s) й B 
Brownian 运动 . 口 

上 述 命题 表明 对 于 Brownian 运动 B, {еве лр 为 连 
续 款 ， 我 们 还 可 证 明 LAPIN FE), 也 是 连续 靳 


对 Brownian 运动 的 随机 积分 Í, Balo) dBufw) 不 能 看 成 是 


1-58 积分 ， 因为 布朗 运动 B 在 [0, t] 上 不 是 有 界 变 差 的 . 我 们 有 下 


面 的 命题 : 
2.5 命 题 (B, У), 20 32 Brownian 运动 , $ 0 = 19 < 


这 里 及 今后 总 假 定 FF oz rB, ERRAT - 切 寄 概 集 . 
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t <... < tü = t AKE [0,2] ШОТ, E 
7—1 9 
s, (в, = Be) 
t= 


则 当 ón = max; |, 一 起 | — 0 时， 


lim S, = t (2—2) 


这 里 Li.m 表示 均 方 极限 ， 并 日 as 有 


im S, = t (2 3) 
т. — 790 


证 明 4—0 п, # ES, = t, 为 证 (2— 2) sË H ИЕ DS, — 0. 
而 由 Brownian 运动 增 量 的 独立 性 及 增 基 服从 正 态 分 布 ， 可 得 


n=l 


DS, = Ур (Bip, — В,;}?) 


1—0 


ті — 1 
一 >` { E(B, ш Вз)“ 
т=0 
—2E(Be ш Бү» y (tipi = tr) + (ү Т ty 


n—l1 
= 2 (ta -t=26"t — 0 
0) 


ТЕ -Ë 下 ,证 明 (2—3) 式 . 记 
п—1 і 
"=, { Ba, - Be) – 7 
2—0 
为 证 б — 0, 只 需 证 Ve > 0,5: Pin] > e) < оо. 而 P(|&,] > e) < 
дЕ 而 由 Бе =0(2). та Qa жанв O 


warganya F e al Ei Hn gr азалан лл uki РЕ Р 


` P 
| 
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由 此 命题 ， 我 们 可 知 在 任意 的 [0,t] 内 Brownian 运动 的 几乎 
所 有 样本 不 是 有 限 变 差 的 . 事实 上 若 在 一 个 正 概率 集 土 ， 样 本 上 
有 有 限 变 差 ， 则 


与 命题 2.5 矛盾 . 口 

下 面 讨论 可 料 过 程 对 L 著 的 随机 积分 ， 它 包含 了 对 Brown- 
ian 运动 的 随机 积分 .对 于 右 连 续 的 1° Sh M ， 我 们 将 定妆 在 大 
上 与 М 相 联 系 的 测度 им:, 然后 定义 随机 积分 ， 最 后 给 出 对 M 
Б X 的 推广 . 


82.2 Doleans 测度 


下 面 介 绍 Doleans 测度 ， 它 是 建立 随机 积分 的 基础 . 
W Z 二 (Zit, ,t € RAEN, (p 满足 通常 条 件 ， 


Az(ls,t x F) = E I=(Z, — Zp РЄ Z,,8 < t: 
Az([0) x Fa) = 0, Fo € Zo 


将 它 扩 张 到 由 及 生成 的 代数 4 Е, MAERT WARS Xz ， 称 
为 是 由 ZER RE 显然 ，Xz = 0(8 >0) — Z Hi (或 相 
应 地 ， 下 蔷 ) ， 当 Xz 为 有 界 变 差 «= Z Ime. 

2 和 Az 可 扩张 成 为 卫 上 测度 ， 则 称 它 为 Doleans 测度 . 特别 ， 
M= (M, Fihte R. 1? 80, Ш: MAER, НЕ Ама 
可 扩张 为 A 上 о 可 加 集 函 数 {[4]pb53,th.6.13)] 而 由 Caratheodory 
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ЖР ХЕИ, Aae 可 扩张 为 P LENNE, 22 пм. 此 时 ， 
им ([8 t] х Е) = ЕТЕМ, — My (2 — 4) 
i; 
ЄЗ, Š L2(R, xR, P, uue) 
例 ， 设 B= (Bi, Fit € R} 为 Brownian 运动 E B? < оо, MI 
Ap2{{s,t] x F) = E (Ip(B; — B.)2) = Ах P((s,t] x F) 
Ap2{{0} x Ру) = 0 


因此 ， up: = Ах Р, RE А 表示 Lebesgue MiA. 
设 M 为 右 连 续 L2 Rh, 34 £ < T < oo BF, M = (М, Fot < T 
Ж D, 由 Doob-Meyer 分 解 定理 ， М2 = m+ < M >, . 其 中 
(ma), t < ТЮЙ, 而 < M >,,t < T жыят н. TE tH 
(2 — 4) =Ñ, 
hmle, t] x Е) = Ele(M 2 — М?) 
= Elpa M >, — < M >a) (2—5) 


823 可 料 过 程 对 L2 MAELA 
设 M ARER І? BR. EX 
/ їв] х F) ам, = ТЕМ, 一 Maht > s, F € Z, 
[Doo] | 


е. Н], itapo ~ $} Кү, 但 Т HR, pign Af 为 平方 可 积 著 
(52.6), W| ил 为 有 限 测 度 . 


М -Дуаз— йан ХАЛА араласа 


Ха: `" 


анаа. оша кшш, ат лвла ел алдыр Ды, П 


+ з-д сты, а га . 


Е 





f lroyx ғ, аљ, == О, Fo = Fo 
[0,со) 
j £ ЭТИ + РЕЖ, ШАЛА 


т 
Х = У Gl Es + eolfo}x Fo 
j=l 


Ti 
2% 
f X dM = ; с, (Miu — Me) 
[0,оо) 


j=1 


ERRAT X 的 表示 . 
2.6 定 理 YX e £ 我 们 有 10 [ 4%. 


Е í хаму} = | X? дру 
[Ü,oo) Врха 


证 明 


2 
f хам 
[0,00) 


т 


一 > GIF; (М, – M,,Y 


=1 


ы 


ч п 


+2 Y ` > сзекІв, ағ, (Mi 一 M, A Mir — 


J3=1 k=l 
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(2 — 6) 


(2—7) 
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+ Ж, 


2 
Ё, / хам 
[0,00) 


ү 


一 cElr, (Mi; — M,,)° 


= E hume (sp,t] 5) + hawa (80) x B) 


f X’ duy 
H x 


Г] 

2.73| 理 £ 在 CV, Е. 
证 明 ВУР = o(A),ve > 0, Æ À € P, E. nan (A) < co, 
WFE B € А, 使 得 nus (AAB) < a. 因此 任意 的 P 简单 函数 可 
用 А 简单 函数 逼近 ， 而 Р 简单 函数 在 Cj 中 稠密 (文献 [3] 引 理 


4.7) ， 和 证 理 得 证 ， 口 

利用 (2 — 7) 式 ， 以 及 2.7 引 理 ， 我 们 可 以 对 一 切 天 二 Cr 定 
义 随机 积分 f хам. 

事实 上 ， YX € Li, FE Xn EE 使 得 

Xn 2м y 
我 们 定义 
XdM = 1i.m х,ам (2 — 8) 
0,0) [0,оо) 


H (2 — 7) APH, 
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PERRIER EHATE (Х„) HAR. Ei 


2 2 
E f ХАМ | = і E f X aM 
[D,oo) п oo [0,схо) 


= im / X? дим? =f xX?’ йим? 
10,00) [0,00) 


这 表明 Но 同 构 仍然 成 立 ， 由 此 可 知 ， ho 3 X — [хам 是 
从 Hilbert 空间 £3 与 L2(P) 之 间 的 线性 同 构 . 
E: 注意 到 (2-5) 20, (2-7), 


f х?аны = E | Xi d< M>; 
Ваха Ві 


MFE 2.7, 文献 [2] 之 引 理 5.4(5.5) 证 明了 加 果 < M >а. 
连续 (相应 地 ，a.s. 绝对 连续 ) ОЕ 在 Li D, C (S)) 
中 稠密 ， 这 样 便 可 对 满足 


/ x дим? 
нү хх 


的 循序 过 程 或 可 测 的 适 庶 过 程 X 对 平方 可 积 灶 对 的 随机 积分 . 

ПЖ CERE X 限于 [0, А, 便 可 得 到 随机 的 不 定 积分 . 
为 此 , i AW, М) = (X E W : Vt € Ву, f Ron X дим» < оо}. Ж 
中 W 表示 某 过 程 类 ， 如 Р 为 可 料 过 程 类 ， S 为 可 测 适 应 过 程 
类 . 则 对 任意 的 Х є A2(P, M), 随机 积分 Í To aX ам 有 定义 ， 
H. 


2 
Е (/ њахам) = /, хо X?’ анма (2 —9) 
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由 于 рм ({0} х Q) = 0, E! (2—9) Җир, 


f royxax dM = 0 (2 — 10) 


ЖЖ. (2-8) 式 所 定义 的 随机 积分 是 一 个 随机 变量 , 而 f fo X &М,ї € 


Ка. 将 是 一 个 随机 过 程 . 
I X € £, н (2—6) AREN, MU Vie R dog € £, B. 


J. aM = Yes Miny = Mas) (2 — 11) 
避让 


了 一 | 
易 证 上 式 右 端 为 右 连 续 L2 86. 
2.8 定 理 ik X c A?(P, M), Yt, Ф Y, = fo X aM, Wl Y = 


(Ya Z t E€ R, 是 零 均值 的 LW, H ВЛЕ ЕЖЕН AE IE. 
证 明 Vn e М, ЛАХ € Lin 于 是 存在 (XE,k € N) C £, fë 


得 Xk Z% Ton X. 于 是 


үкё | хаму = | хам. (2 — 12) 


[0,t] [0,#] 


对 于 任意 的 上 
yk = (YF Ahtee R, 


是 右 连 续 L R, 而 下 极限 保持 靳 性 质 ， 故 (У, 7), Є R, Ж 
L? $, mh У = 0, 因此 vz, EY, = БУ = 0. 现在 我 们 只 需 证 明 
存在 Y 的 一 个 轨道 右 连 续 过 程 收 正 .由 靳 的 极 大 不 等 式 ， 


| 1 | 
P (зарос 02 э) < PB Р (2-13) 
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H (2 — 13) 式 ， 和 存在 子 询 使 得 


2 i 
El Үт) < озш 
TÆ 
А 1 | 
на km 
YP (suposen lY 1 — Y, > з=) < >, эт < о 
Ят m=i 


由 Borel-Cantelli 引 理 ， 


1 
P (зарос [н ~ Yh" | > zio.) =0 


EHE, FE Qn Pin) = Yw € Nn, (У (0), теє N) 一 致 收 
化 于 某 个 ZG,w),t € Dn 因为 Yrm(,w) 在 [0,n] ERER, 
故 Zew) ПКК. 而 Уке 29 zp, м үк УУУ, 故 Zn = Yp 
a.s. 于 是 (ZP. t € [0,n])] 是 fY,,t € [0, n]] HAEA. 对 ni < 
na Zp t € [Ü,n,] 5 Zat € [0, n] HE Yate [on ТЕ G, A 
©, ЕВЕ Е, 两 者 无 区 别 . 因此 存在 (o = гый, P00} = 
1, 使 在 Do E, 2{t,w) = imn, 27(t,w) E, B. Vt < n, Z(t,w) = 
2Z?(t,w). Z 在 flo EFEZ. ПЕТ О Бх 2 = 0, ШІ? éh Z 
EE Y 的 轨道 右 连 续 的 修正 . D 

上 式 证 明 完 全 适用 于 下 面 推论 的 证 明 . 

2.9 推 论 ”在 定理 2.8 的 条 件 下 , 如果 M 是 连续 的 过 程 ， 例 如 
取 М 为 Brownian 运动 ， 则 随机 积分 Í Хам FEER EE. 

今后 记 


| / хам ё f TonX ам 
[0.8] 


82 
当 М 为 连续 过 程 时 ， 例 如 M = B, 则 记 它 为 J Хам. 
下 面 给 出 随机 积分 ЈА „Хам 的 性 质 


2.10 定 理 j+ X c AP, М), Y, = Јод Хам, 出 
(Ш) vs < t, ЕБР, НАЈ Z, 可 测 变量 ) Ж 


/ ZXdM—Z| Хам (2-14) 
(s,t] (8,#] 
(2)VA € P, 
пуг(А) = | Хаима (2 — 15) 
A 
(3) 对 任何 有 界 停 时 т, 
Y=] хам= f Ia, iX ам (2 — 16) 
[0,7] 
证 明 


1) mF Z = Ic, G € Z, bA M X = ух, € Fu, И 


j ‚лам = J HuaxeTxrdM 
#,Ё 


f ам 
(guar Ах FNG 


一 Teng (Miny 一 М.у.) 


= fg хам = Z хам 
(s,t] is E] 


由 线性 辣 梅 ， 上 式 对 一 切 Z 为 无 WEAR X ERZ. 对 
于 一 般 的 Z 及 XX, 存在 有 界 的 Z, 简单 函数 Zt — Z PAR X € E, 


Eimin tias. ,i ана 


ЕТЕ, л 
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使 得 
б? 
Ti, Xt — F X 
H Z“ 的 有 界 性 ， 故 
Lea ZE 24 r, ZX 
于 是 


/ ZX dM 一 2 | хам 
(sf (a,t] 


= f (ZX — ZË XË) d M 
(з?) 


+ / Zt xt aw - 2+ | Xk dM 
{sti (8,t] 


+z* | (Xk — X)d4M + (ZË — z) f хам 
(atl (s,t] 


Ж БТ АНЕ, SPRE, MAAS 0-р Zt, 均 
为 简单 函数 而 为 О, 第 一 、 第 三 项 由 Io 同 构 而 趋 于 0, 最 后 一 项 
则 由 Schwarz 不 等 式 及 有 界 收 伍 定 理 而 L АР O. 

2) 对 于 А = {0} x №, fb € Zo,(2 — 15) 式 两 边 均 为 0; 当 
А = (s,t] x F, F € Fa, ЇЙЇ 


2 
ny (A) = Elri — Ү,)? = Е g xam) 
at 


= J Toara? дим? = | "ae 
А 


上 式 两 端 均 为 P 上 的 с 有 限 测 度 ， 它 们 在 R АЗК, A hA 
度 扩张 定理 ， 它 们 在 Р 上 相等 . 
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3) (HT т ARIEF [0,оо] 的 随机 变量 ， 所 以 (2—16) АЖ 
自明 的 . т НЯН, тс ССЖ), Ж 


М 
F} E + 1 
Ta = >` Hao" nyeor) a 
k—Ü 


AP Na = [2C]. M| +, т, ЖЕН. m 只 取 有 限 个 值 ， 


М 
[0,ть] = ((0) x Q)u | }(&2—”,(К+1)2—"] 


Е—0 


х {т> k2 "РЕ A (2 — 17) 


由 Tn J AATE, Ho, 12 Є Ein Vn, 


Yr, 一 >` {pan greiet р ikti 
k=0 


= Y Tryka-"} (Yerri — Ёщо-») 
k= 


Na 
= (&2—*(Е++1)2-*] 
Na 
= J Taara X ам, Yp=0 
站 一 出 


由 线性 性 ， (2 一 10) AA (2-17) 3, 
Yn = f lo.s] X ам (2 — 18) 


HA т | т, ВЕЕ, (2-18) 式 的 左边 赵 于 了 ,而 由 TOW 
及 Но A, AHAT JIo dM.(2 一 16) AE. 口 


Л sct, F € Z,,r € 7, WA 
| token dM = TF (Minr — Menr) (2 — 19) 
证 明 и X = Го, т] Ках Е» 则 


| хам = Ir (Miau — Мали) 
ИЕЛ 


上 式 右 端 关于 4 右 连 续 ， 因 此 可 以 看 成 是 j XdM 的 右 连 续 收 
E, Arati u, 则 得 


[хам = Ir(Min = Manr) 
[0,7%] 


在 (2 — 16) Ж т Ву r A t, 则 上 式 左边 аз. З (2 — 19) 式 的 
Æ, (2 — 19) AHE. П 

上 面 关 于 им» 及 随机 积分 j Хам 的 定义 中 , 显然 用 M — Mo 
代替 М 将 不 会 改变 什么 ， 因 此 对 于 Д2 庄 随 机 积分 的 定义 中 不 妨 
认为 Mo = 0. 


§2.4 ”可 料 过 程 对 局 部 12 拷 的 随机 积分 


现在 讨论 对 局 部 L 竺 的 随机 积分 ， 为 此 先 引 入 如 下 证 多 : 

2.12 定 义 р>, M = (Ma Ft Ee RL 为 局 部 L? hh, 
亦 即 存在 停 时 列 {ть}, Tk 1 oo, 使 得 Vk e N, ME Š Minn — Mo 为 
右 连 续 L? Qh. HR (ra) 为 局 部 化 停 时 列 . 

事实 上 ， 我 们 还 可 奢求 ME 为 一 致 可 积 蒜 .这 是 因为 ， 如 时 
НЕНИ ox = rx Ak, W Mias, — Мо MEAT RR. 显然 ， 
“ІР (p> 1) 是 局 部 I? 车， 反之 我 们 有 如 下 引 理 ， 
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2.13918 ip 2 1,M 是 局 部 L? 80, ВАНИЕ {ть}, 
如 果 对 任意 的 t > 0, RITE 


(IM a= |P, є NY 一 致 可 积 (2 — 20) 


则 M 为 Le, 4 М J ВЕ ГР Qh. Ш (2—20) л. 
证 明 1#{2—20) 式 成 立 ， M (Мо, Л), € Re 2 LP WQ. 
Чч (Miar tht € кү 也 是 LP $i. 由 pm Mirra 一 M; a.s.. x 


由 (2 — 20) 式 所 给 出 的 一 致 可 积 性 ， 我 们 有 Mian > Mi 对 
t >» з, El Minn a) = Marn F k > оо, EW (МЛ), t € R, Ў 
І? Rh. 

如 果 M 是 右 连续 ГР Qh. Uh Doob 停止 定理 对 固定 的 ғ € 
Ну, [Minn < EUM | Fr) чүй, (2 — 20) AR. 口 

2.14 命 题 设 М 为 连 绪 局 部 款 ， 则 对 任意 的 p 2 1, M 为 局 
部 17 SR. 

证 明 it M ЖЖ МНА, FNA On 于 是 Vn, 

{Miao, — Mo,t € R.) 


HERR. 5 


Ta = inf{t > 0 : |M, — Mo] > k) 


ү {т} 为 停 时 列 ， В. Tk T >, TEN PF ШЕ М, до Ать т" Mio mE 
ta. 我 们 有 
sup, [Miron лт — Mo| < K 


FEE, 4 tA Ga A 7k < Tk 时， 由 z 的 定义 而 显然 成 立 5 
£ A т A Tk = ть FF, H M 之 右 连 续 ， |М, 一 Mol 2 k, ШШ 


Š 7 


М 左 连 续 可 得 : Mn — Mol < k, FÆ |М, 一 Mo| = k. 从 而 
[Minen 一 Mo t € Н} хан я, EAFA LP Rh. 口 

记 С ОУ) 为 W 的 子 类 ， 对 于 X c CY (уу), 存在 М 的 
局 部 化 停 时 列 {ть}, 使 得 Yk e N, Mk Š Mian — Mo 28 12%, H 


lo, X € A? (W, MF) 


我 们 称 这 里 的 (zk) 为 M 与 X 的 局 部 化 序列 . 常用 的 是 L210°(P) 
及 02195). 今后 记 pk 2 num 为 由 右 连续 L2 Ñ M* 生成 的 
Doleans Wi) Ж. 

例如 ， МЫЖЫЙ, x 为 连续 适应 过 程 ， 令 


Tk = inf{t > D: |M, — Mol v |X,| > Б} 
显然 X EP Yt k, 由 Mk 的 定义 ， 
(ДИ Қол)? dH prr = 人 lotan]? дн м» 
而 在 (0,#лт] E, ХА, 所以， 


f lotan] X du] < К 
R4 xE? 


这 表明 X є (2410р). 
# M 为 局 部 LR, X є (Рр), I) E: X 5 мб 
化 序列 ， 则 


yk = {/ TomXdM*,te к.) 
[0,4 
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为 右 连 续 І? 80, Т НЕ X. 


y Š f Хам = іу, 
10,4] 
yk = Í, отам" (2 — 21) 
А: 


为 此 需要 证 明 上 述 极限 的 存在 ， 且 此 定义 与 局 部 化 序列 {ть} 的 选 
取 无 关 . 下 面 的 引 理 保证 了 上 述 定 义 的 正确 性 ， 

2.155{## iS rn € J, HB М =<{М,- Ma : t € В} 及 
М" = {Min 一 Mo : t € В} 为 右 连续 І? Rh. н", pr 分别 表示 
H M, M” 在 PP 上 生成 的 Doleans 测度 ， 则 在 Oran Е, PS 
个 测度 有 相同 的 值 ， 即 


уАєР,н (Аг {0,т ^з) = и" {А с [0,7 An) (2 — 22) 

证 明 只 要 证 明 对 A є 7, (2-22) ЖЗ. м А = (0) x 

Fo, Fo € Fo BT, ЕУ 0; 当 A= (a,x F, F € Z, Wr, 由 推论 
2.11 Ж, 


2 
ШАП 0, TAn) = E (/ До тл] 8,0] ам") 
= ElIr[M: Aran — Mearan) J 


对 于 р" 也 有 同样 的 结果 ， 因 此 (2 一 22) 式 得 证 . 口 
2.16519 在 引 理 2.15 的 假设 下 ， 如 设 lo,}X Є А?(Р, МТ), 
lon X € A (P, М"), Y7, Y" 分 别 表示 它们 在 各 ,让 上 关于 м”, м" 

的 随机 积分 ， 负 
P(Y =YP vte {От А) = 1 (2 — 23) 


т-н ЫШ o. Жа Лызи ъала a . = 


siam ап 


чйр. АА 


"rip . 
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证 明 AAEH, HEIE Yt, 


T — т} 
Faran — Y Arana. 


ЯЕ X Жн] ЖОН ЖН РА ОН, (2—23) 式 成 立 ， 由 线性 同 
FJ, XF X EE 成 立 . 对 于 一 般 情形, 由 于 forrang X € Ll), 因此 
存在 X" e £, 使 得 x" E X БШ Loasa lX. — X) °-® 0. 
此 事 对 и" 同样 成 立 (因为 两 者 在 [O, t A > Ат] 有 同样 的 测度 ) ， 所 
以 (2 — 23) 式 成 立 . 口 
现在 来 说 明定 义 (2 — 21) 式 的 正确 性 . 由 引 理 2.16, 


YM) = YE lwh vt € [Ü, x], m 2 k 


于 是 存在 概率 为 1 的 集合 Ол, 使 得 Yu € Оо, vt dim Ym(t,w) 在 
ЖАНЕ, Нук Atel n], LARR Y(t w) = УК, w). CE 
no 上 右 连 续 ， 只 要 在 Qs 定义 Y=0, BJ Y ZE Q 上 右 连 续 ， 对 于 
每 个 了 Ar 二 了 ,a.5., Yt, 因此 是 右 连 续 局 部 D Qh. НЕ 
序列 就 是 {тк}. 
我 们 将 写 — f XaM,Y;-Y, = f хам. 特别 当 M 连 
[0t] (в,Ё] 


. š Ё 
续 时 ， 写 为 / XdM 或 / хам. 而 且 由 引 理 2.16,Y 的 定义 不 依 


赖 于 局 部 化 序列 的 选取 ， 

注意 到 连续 局 部 拷 是 局 部 17 加 (2.14 命题 ) ， 因 此 有 

2.17 定 理 设 邓 为 连续 局 部 缺 ， 扎 为 连续 适应 过 程 , 则 X < 
Єз “(ру Н P хам 为 连续 局 部 园 . 
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825 ”对 适应 过 程 的 随机 积分 


现 往 试图 将 被 积 过 程 挫 广 到 适应 过 程 类 . 

设 M 为 右 连 续 І? Qh. {БЕТЕН оК Р Е, рм < 
Ах P. МАЙ Radou-Nikodyn Ж И, FE / € P.O < f < сс, {Б 
得 YA e€ pP, 有 


pp(4) = Í FAO x P) 


右 端 对 每 个 A є BR) x 下 都 有 定义 ， 因 此 我 们 得 到 naa 的 增 
ЖК ри. ЗЛ А B(R ух 下 中 mw Же, MH 





PrPUN) 


为 BR) x Z RF о 代数， 从 一 般 测 度 论 可 知 
2.185 | 理 
(1) P = {A € BR x F:AAA EN, A ЄР}; 
(2) 设 Z 为 BIR.) x Z, 本 测 ， 则 Z e p <> 3X e P, 使 得 


Has X + Z) = 0 (2 一 24) 


2.19 定 理 任何 8(R4) x Р 可 测 的 适应 过 程 都 是 Р 可 测 过 
FE. 

ШЕН ”首先 证 明 O C ?. 因为 = s([r,co) : r € J), П 
(т,оо) € P, 为 证 明 O C P, 只 要 证 fr] E P. 因为 Yu, Mt : (a) = 


© 本 节 均 假设 这 个 条 件 成 立 . 


Мыкы. .. 


УРЕН Tar 


ле, кл spam a Сад атаа „үг 


“| ыа 
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t) = 0, 由 Fubini ЖШ, Ах P([r]) = 0, 所 以 им» ([r]) = 0. 因此 
F] € A c P. 
我 们 知道 一 个 有 和 界 的 БОН) x 下 可 测 过 程 和 ,存在 可 选 过 程 
Y, 使 得 
Y, = ElZlF) (2 — 25) 
对 有 界 的 B(R,)x 天， 可 测 的 适应 过 程 Z, 存在 可 选 过 程 У 满足 
(2—25). 既然 Z EN, 故 Y, = Znas. 于 是 和 xP(Y Z Z) = 0. 
H (2-25) 式 ， йм (ҮҮ 关 Z) = 0,Y 可 选 因而 属于 P, 而 由 引 理 
2.18, 存在 X € P, 使 得 mel X Z Y) = 0. AT lX z Z) = 0, 
于 是 由 引 理 2.18 1)2 € P. 对 于 一 般 (不 要 求 有 界 ) 的 适应 过 程 
Z, RE HES] Z= lim ZAn ЮГЕ]. а 


НР P C P, W| 22(р) C 20Р). 反之， 对 任意 的 Z є (20Р), 
由 引 理 2.18 2) 存在 X є Є?(Р), 使 得 X = 28,2 一 3.8.. 而 在 Hil- 
bert 空间 C2(P) 中 两 个 aias 相等 的 过 程 视 为 同一 ， 因 此 有 
Є?(Р)у = LP). 这 样 ， 对 Z e L2(P) 可 定义 随机 积分 f Z dM. 而 
对 于 2 є бү (P), 我 们 有 X є CY (P), 9 nus (X # Z) = 0, 
所 以 对 一 切 tas. 有 











/ ZdM = хам 
Ra 


їй, 
下 面 给 出 Z e A(P, B) 的 条 件 ， 记 


# 
А? (S, B) = {х Є 8: м, | Х?йз < х) (2 – 26) 
Ó 


2.20 定 理 设 Ze A2(S,B) W| Z e A(P, B). 


аташа mmm aa ae uma a ma s ms s mamam m s mamamama ma m sm m mam mamas" ШШЕ “ИГЪ” “LaPaz ma "ka maza mam 
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证 明 由 定理 219 及 引 理 2.18, FE X e P, 15 X = 
Z.) x Р-а.ѕ.. H Fubini ЕЕ, Wo, X(f e) = Zf wh А—а.5. H 


1 t 
(2 — 26) 式 ， 刚 对 一 切 Ji X2 ds < оо. 从 而 f X2 ds $F t Ж 
n Ü 


Ё 
续 ， 而 由 于 X c P C 9, 由 Fubini 定理 可 知 / X2ds € Z,. EX 
й 


Ё 
=з >: f хеде) 
0 


ЩЕ] ть Т оо,а.з.. Yt, k Н 
É TE EATE 
f 2248 = | Х ав < k 
(J .? 0 


取 期 望 则 知 Vz, Е 


lotan} € (Еа x Q,P,) x Р) 


因此 Z £ AP, В). 口 
上 述 表 明 ， 可 测 的 适应 过 程 Ze AP, В), 它 是 增 广 的 可 料 过 
程 ， 在 ps = 和 x P 的 测度 下 与 一 个 可 料 过 程 AKI, Am 
[жав = | Хав. 这 就 为 适应 的 可 测 过 程 定义 了 对 Brownian 运 
动 的 随机 积分 . 
今后 在 靳 表示 定理 中 , 我 们 将 证 明 一 个 关于 由 Brownian 运动 
产生 的 с 代数 r(B。s 世 站 适应 可 测 的 2 6 Х,, ， 存 在 一 个 可 


£ 
测 适 应 的 过 程 (6,00), 满足 P | / Ре) ds < оо, 使 得 


Ё 
X, = E Xo + | fls,w) dB, (2—27) 
ü 


1 


ri 


Ga sa... Тш. Эй, 
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由 定理 2.20, 我 们 可 找到 可 料 的 过 程 f(t,w), 使 得 用 f 代替 / 的 
(2 27) 式 成 立 ， 这 就 是 所 请 的 Brownian 运动 的 可 料 表 示 性 . 
2.21 定 理 设 (Fo 完备 ， 了 是 运 度 的 可 测 过 程 ， 而 且 vt e 


Ё t 
R4, f |2(в,ш)| ds < оо,а.5., Mj Yt € Re, | Zia wida € F. 
Ü 0 
证 明 ”如 同 定理 220 的 证 明 , E X ЄР, ЫҢ X = Z. Xx 
Ё 
Р-аз.. 因为 X € Pp C ОО с 代数 ) ， 因 此 / X,ds € 
D 


t 
Fi, ШО, 524, 故 f Z{s,w) ds € Fi. [1 
0 


82.6 平方 可 积 轨 与 投影 算 于 


记 92 ЭЕ ЕРУУ НГАН Е (ИП 1° ЯМ, Fent € R4 
全 体 ， 亦 即 满 足 sup, EMÈ < оо. 此 时 


Ma 2 limao M, € LQ, Fæ, P) 
在 平方 可 积 靳 空间 定义 内 积 
(M. N) = E M. No (2 — 28) 


设 M,N E 92, Ш EM. N.o. = 0, 则 称 它们 正 交 , 并 记 为 MLN. 
2.22 定 理 (907, 6, -)) 为 Hilbert 空间 . 
证 明 УМ € 91, 5 (М) = Мы, M 


0: WË -> І?(О, Fao P) 


反之 ， 对 任意 的 上 E r, Fo P), & M HE Е (Е|7,) 的 右 连续 
ЖЕ, Bj Jensen 不 等 式 


sup, E M? < Её? < оо 


-akai Pi AH rT rrp = т T arapay — =! TN 
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从 而 M ep? 即 y ЙЯ, mH 
М. = Jim М; = (ЕЛ) = $- 
Ey 为 单 射 ， 设 男 有 N EDC, 使 得 (N) Š NQ = Sas. 
由 Мы = А .8..8.. 从 而 М, = Е(Мы\Л%) — 五 (| 到) =М,а„в.. 由 


于 它们 右 连 续 ， 故 M,N 无 区 别 . 这 祥 ЭЛ? 与 LO, FoP) 同 
MJ, B. (2—28) 式 表 明 


(М, Мод = (M) PUN)) LE? 
DJ 
今后 记 932 ВИНЕГРЕТ], Mc С mi 为 零 初 值 
平方 可 积 连 续 菊 空间. 
2.23 定 理 9 是 Sú 的 闭 子 空间 . 
证 明 ЛЕР (Хх) C SD. На] X emi, Eli 


im X" — X m = Jin, [X5 — Х| = 0 
我 们 可 选择 子 列 (Х”*), 使 得 ||Х Хо < 2 一 .于 是 
Б (> sup, |XP* — ха) = JLE (upi 0) 
< 23 (EIX® — Xol)? 
k 
= s ` 2. > < бо 
k 
因此 ， lU sup, |XP* — X,| < оса. 于 是 аз. 地 有 


xn TR х, 





ЕТТЕ ` aria u Езда лаага лв оар д, 


"Chata чь цз” р. Wi РС 


n -=зҗ ү, 


95 
和 作为 连续 函数 的 一 致 极限 X c 91, 所 以 ЭЛ2 为 闭 子 空间 . 口 
将 9002 帮 正 交 分 解 ， 我 们 得 到 
оң = 972 Ф (070) 


我 们 称 后 者 (VE ВЕЗА 18]) 为 纯 断 平方 可 积 鞍 空间 ， 对 于 平 
ATIRE M.N. MM 十 NN 也 是 平方 可 积 蒜 ， 记 Hm tN, имам 为 
相应 的 Doleans №, < 


1 
имм = 5 (jam mv) — BM? — HN?) 


ж 


称 它 是 Doleans 符号 测度 ， 它 关于 M,N 是 对 称 的 双 线 性 沁 画 . 
下 面 的 引 理 所 给 出 的 不 等 式 称 为 Kunita-Watanable 不 等 式 . 
2.248! ił M,N c SR2. MJ VA e Р, Ж 


нмм(А)| < (aa (4)) lnl AE -+ (2—29) 


+ X,Y € P, WJ 


|ХҮ||“имм| < X’ ам» i Ү?нма i (2 — 30) 
/ (Jaa) (Де) 


这 里 / |Чимм| 表示 имм WERK. 
证 明 Yt, 


Ü < rmtiNn)2 A) 
= pmm (A) + 2имм(А) + Pusa (A) (2 — 31) 


因此 ， 关 于 + 上 的 判别 式 < 0, 从 而 证 得 (2-29) 式 . $ 


Xe) 全 / |аимю|+ дим» + dina 
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BI) munema’ tnye << А, 记 它 们 关于 А 的 Radon-Nikodym 导数 
239155 R.U,V, ДІ (2 31) =, 


0 <U н У, У € OQ, Ma.s. 


因此 











димим димэ duwi 
< _ 
x dX < dà “dà 2—32) 


为 证 (2 一 30) 式 ， К БСА РЕ, 由 Schwarz 不 等 式 ， 


六 pxrlapwnl= f хута < f IxYIVOV aa 
А А A 


з 5 
< (/ хра) (/ узу ал) 
А А 
| 2 š 
= ( / X° йим} (/ Y? шд) 
А А 


由 于 


pun CA) < (имг(А x 0)? (aw (R.. x 9) 


= (EM2.)5 (ENZ)? = |М А 


因此 amy 关于 M,N SAN SRKPETZ PÑ. 
2.25€ VM.N c M, H,G € CY,X = J нам,у = 


J GdN, 则 


(X, N) = / H dumn, YN є 92 (2 — 33) 
H4 xi 
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(faam, faan) = | HGdpun (2 — 34) 
| / нам 


| 证 明 iH = Fuge F € Fa ЮВ X = Ir — М,), F 
j 是 


2 
= [mone = |H 2-35) 
ҮЗ 








-— T лата ал m един, a Жы Шыл. шша Эң 


; (X, N) = EX, Næ = E Ir(M,N,, — MN) 

= Е{Е (Ir (MN — M N| Fa} 

= Elp {P(E (Mi Næ) FOF) — E(M Nl Fa)} 
= Elp {E (Mi NF) — M: Na} 

= EIp(M:N: ~ M, N,) 


= J деа ими 


利用 内 积 的 线性 以 及 连续 性 便 可 证 得 (2 — 33) 式 ， 类 伏地 可 证 
(2-34) 式 ， 令 H = G E (2-35) $È. 口 


随机 积分 / нам 可 以 看 成 为 从 L, 到 ол 的 线性 算 子 Tw， 
ap 


Ty H = [нам (2 – 36) 


记 Rg(Tw) XAF Тм 的 值 城 

我 们 可 证 明 Rg(Tw) 为 M 的 闭 子 空间 . 事实 上 , 如 果 (Х„) С 
Re(T™), E. ||Х„ | — 0, (m,m — oo), ШЕ (2—35) АХЛУ 
着 有 IEn — Нз, > 0, (n,m > оо). 由 于 2, 的 完备 性 推 知 ， 
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存在 HE Ly X = / нам, fB ||X,, — X|| 0. 这 表明 Ra(Tu) 
是 ЭЛ 的 财 子 空间 . 
Ні АНТЕ, ЖЕ Hilbert 空间 天 ， 邵 果 有 正 交 分 解 
Н = 97 Ф 97- 


Яң 9л 为 车 的 闭 子 空间 , 也 即 Vz Я, H z = у+, "Р y 8 S, 
而 «Ау. 我 们 称 Тт = у 的 线性 算 子 T 为 从 HA ОЛ 的 投影 算 
+. ME T 为 投影 算 子 < Vr € %,|Tz|? = (Tzr) < 
Т? =T, T ҢҢ Ж. HH Yzy c H, (Tr, у) = (z, ГУ). 

vÀ EP, B| А: 


r(A)M Š Ty (IA) = / IA dM (2 — 37) 
І V.A € P, п(А) 是 Hilbert 空间 të 上 的 投影 算 子 ， 根据 投影 算 
THE, REREH: YM є 905, 有 


\т(А)мМ|# = (т(А)М,хт(А)МГу = (х(А)М, M) 


这 昨 正 确 的 ， 因 为 左边 = (/ гам, Í мам) = имз(А) = Ж 
н. 于 是 对 任意 的 M,N є 9702, 我 们 有 

ЦА) MI = ила (А) (2 — 38) 

(п(А) М, №) = рмм(А) (2 — 39) 


2.26 定 理 YM є W, 随机 积分 算 子 Ty : C — M 是 Сї, 
到 Rg(Tw) ВЕРЕ. Æ X є Rg(Tu), WI 





_ dux x 
1 — 
Tir X = 3 - , HAf2 8.8... (2 40) 


mis a ЛЕ збы 4 La Doi РҮН РТ ЧЧ 
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证 明 “只 需 证 (2 — 40) K. 设 H € Lin X = ТмН, ЖИН 
(2 — 39) 式 ， 对 VA E P, 


ихм(А) = (Х,к(А)М) = / H димэ 


所 以 
duxu 


—1 __ __ 
TX = Н = qn 





设 Q 为 075 的 闭 子 空间 ， 称 它 为 METETE., ШЖ 


VM € Q —, YAeP,rAMEQ 


亦 即 稳定 子 空 间 关 于 投影 算 子 不 变 . 

2.27 定 义 É M,N € 915, # MN Уй (或 等 价 地 ， Am = 
0), 则 称 M 5 N WEZ, wA MLN. 

Жж. 对 4 € P. RE z( A) 的 取 值 空间 为 mt, MA имм(А) = 
(r(A)M,N) 可 知 M LN <> N 5 M 在 闭 子 空间 m 中 的 投 
影 正 交 . 特别 取 4 = R. x О, 则 由 强 正 交 推出 它们 在 ЭЛ 中 正 交 ， 

2.28 定 理 БОСС 为 闭 子 空间 ， 则 Q 为 稳定 子 空间 

«= YM Ee W, M LQ — M LQ. (2 — 41) 

证 明 Е. Б Q 为 稳定 子 空间 , Н M iQ, H VN € 
Q, (M,N) = 0. 由 于 Q 为 稳定 子 空间 ， л(А)№ є Q, 因此 ， 
им (А) = (z(A)YN, М) = 0, Ш M LN. 

充分 性 : 设 M c Q. 满足 (2-4) ж, 9 —= Q @ Q--. Ж 
N e Q+, йш (2—41) 35, а М, Ер V.A € >, 


(m(A)M, N) = pu s UA) = Ü 


"=. amp =a a.. ! ` . ме. A 
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因而 х(А)М1М, 从 而 TAM € Q, в Q 为 稳定 于 空间 . 口 
我 们 还 可 证 明 竹 定子 空间 的 正 交 补 空间 仍 古 稳定 子 空间 ， 对 
A € P..9R2, 为 稳定 子 空间 ， Mi 及 9 也 是 稳定 于 空间 ， 


2.29 定 理 随机 积分 算 子 与 投影 算 子 可 交换 ， 即 对 M є ЛЗ, 
H € £a VA € P. A 


Tua H) = т(А)Тм(Н) (2 一 42) 
证 明 由 于 
(Tw (ЈАСНУ), N )on2 一 (f нам. fan) 


= J Наами 
JA 


(х(А})Тм H, Njoo = (ГН, т(А)№) 
= нам, | ам 
Гам, J ам) 
一 J нарму 


ВИ Ta (TA H) = {ATu H. C] 
2.30 定 理 + M є 972, 则 对 任意 的 X є ОЛ, 存在 唯一 的 可 
料 过 程 Н € Lir 以 及 唯一 的 N є 970, 使 得 


X= / Нам + N (2 — 43) 


mH M x N. 


VU. ты МН, Чалыы, una up а лш ы, anu Шаш О Шы чиш: ый НЕЧИЕ 
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证 明 由 于 RegtTw) # 972 PR 3&4D НЕЗ 
912 = Rg(Tu) © Rg(Tu) 


РДЕ H € Ll, N € Re(Tw) , E (2—43) 成 立 . ТЕШЕ Re(Tu) 
为 稳定 子 空 间 ， 即 设 L = Te H.H € ЄЗ, EE VA ЄР, (ALE 
Re(Tw). 由 定理 2.29 л(А) ТН = Tu IAH, 而 ТАН € £%,, 所 以 
T(A)L = т(А}ТмН € Rg(Tu), 此 即 Rg(Tw) 为 稳定 子 空间 . 

H N ВЕТ), WI N LRge(Tum), БЇ N LM. ПП (2 — 43) 
式 分 解 的 唯一 性 ， 由 正 交 分 解 的 唯一 性 而 得 , a 


82.7 连续 局 部 款 的 平方 变 差 过 程 


我 们 记 芳 全 .为 所 讨论 概率 空间 上 ， 关 于 т 代数 流 (22) КИЕ 
FERRE. 本 节 讨 论 连 续 局 部 蒜 (例如 Brownian 运动 ) 的 平 
Ууз е, 516 [Ор 区 则 的 有 限 分 割 тр 0 = t <<< 
m =t irt 2 шах у, — t| 表示 分 割 的 直径 . 

231E it M EDM e — 


Sr = > (М, Шш Mg) 


站 бт — О fF, 
(1) 如 MER, B| Sp [M], 其 中 


Л 
[M], Š M2 — м2 ~ 2 f MedM, (2—44) 
Ü 


(2) Sp => [M]. 


re боз з "us 
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Ta PRK Н {Мүге R.) 为 M 的 7938118. 
证 明 1) EMEF, 


Ёл, 
=y [MR - MÈ — 2Me (М, — MË. )| 
j=0 
‚ { 
= M? — Mè — 2 f X” dM (2 — 45) 
ü) 


其 中 Х"{в,ш) = >; М (war ит, ls, о) 是 有 界 可 料 过 程 . 由 М 
АЛОЕ ҮЕ, ч < 了 了 ,w £ 下， „бт Jo 天 ”二 ogM, 而 由 М 的 有 
FTE, 


所 以 
A SP = [М], 


2) 现在 只 设 М ESEME, (2—44) 式 的 右 端 等 于 
1 一 ad — Mo) — 2 | (М, — Ma) d( M, — Mo) 
Ü 
t 
= (мМ, — Ме)? — 2f (M, — Мъ)а(м, — Mo) 
ü) 


因此 在 证 明 中 不 妨 设 Mo = ОУБ © ть = іше > 0: |M,] > К}, W 
{тк} ЖОМ 的 局 部 化 序列 ， H. М" = {Mna € R+} 是 有 和 界 连续 
w 因为 


2 
lagra) Sr = lagre) > (MA ш MË.) 
j 


NI 
Н 
i 
' 
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将 第 一 部 分 的 结果 用 于 ME, 可 见 上 式 右 按 在 І? kam UI Os: 
RAT (MP) 而 在 tao t S< т} E, М = м, f ME dMk = 
J "маМаз.. Ж 

lager M h = Даст) 


当 п — oc, Yk 
сть) -25 гать) М 


而 P(ux < т) = 14 因此 5р — Mi 
特别 当 M = В(Вгожпіап 运动 ) 时 ， 则 有 


[B]: = $ a.s.. (2 -一 46) 


s 
事实 上 , Ж} =7,}=0,1, m 


тъ 1 


FSn — #2 = D 5 ` (Biz 一 Bo) 
т=@ 
j=0 


所 以 ， [Bl = t as. 干 面 的 定理 描述 了 L 扶 的 平方 变 差 过 程 的 


性 质 . 
2.32 定 理 i M 5 Ja BB. W 


ше x, 2 Í е M, dM, WJ (Xe Fat € R.) 为 零 初 值 的 连续 


(22) 8. 


тыл "щы urpu гарра Tuma. "А А АН гг 
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(2) [MM] 是 雪 志 人 慢 的 连续 适应 增 过 程 ， 且 YE, 
Е(М\, < oo 
(зум, Sr =, [Mal. 


(DYA Є А, 由 增 过 程 [M] 产生 的 容 诬 


мм E(f raamis) (2 — 47) 


EAE, Ang = Hye. 
(YX £ A2(P. М), 


š 
E (/ X? ам) 一 f Fo gX’ dam? (2 一 48) 
0 R+ xi? 


证 明 1) 由 定理 217, X, Е, 4 {n} 为 它 的 局 
部 化 序列 ， 为 证 X, дА, REE 2.13, 内 要 证 明 对 每 个 # > 
0, Xian 一 致 可 积 ， 由 (2—44) 式 我 们 有 


1 
А 2 (Min, Z Ма _ [M leara) 


TE 


Ls Tk 
f MdM < 5 (Me, + М + (М!) (2 — 49) 


Ü 
у rz At < t, H Doob 停止 定理 可 知 М2, 一 致 可 积 , 而 ЕМ < 
LATh i 
со, E [M]: < о, Е Í M dM 一 致 可 积 . 于 是 {f маму € 
ü Ü 
нү} E (L2) 0, BIB Xo = 0. 


| 
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x 2) 由 (2 - 44) 式 知 [М], 零 初 值 ， 连 续 ， 适 应 . 而 ESP = 
; ЕМ? — ЕМ H Fatou 引 理 ， 

i 

i E[M) < lim E SP < Е(М? — Må) < ос 

| 而 Sp 显然 是 增 过 程 ， 因 此 [M] 为 增 过 程 

| 3) 由 (2—44) ЖЖ ЕШ Xo =0, 可 得 ЕМ}, = E (M? — М). 
; 而 由 (2—45) 式 我 们 有 ESP = E (MË — M3) ,所 以 ES? = E[M);. 
| 由 5 ТИШ (th.0.8) ， 可 知 vt, 52 ER [М]. 

, 4) ЖЛ RER 


| Am (R) = E ( f р Ind[M l.) = Hz (R) 


a R = lox Fo € Zo PF, Ам} = na (R) = 0, I LM], Æ 
s= 0 处 连续 , Ж | теам), = 0 
0 
м R= dxP; 了 EF 时， 我 们 有 


мм) = E (Mh — [M] = E Í Í т apm) 


имз(В) = E (Ip(M? — M3)) 
-E (2. (см -1мл+2 f мам) 


Ё 
利用 / мам 的 靳 性 质 ， 上 式 的 第 三 项 为 0, 故 得 所 证 . 


10б 


5) (2 47) AAAA ЛИТ Ac p 上 的 测度 ， 而 
由 4) 及 测度 扩张 的 唯一 性 ， jw = Ам. (2 48) 式 对 P 的 示 性 
孙 数 成 立 ， 于 是 由 单调 类 定理 易 知 (2 — 48) 式 成 立 . 口 


定理 中 假设 М 为 连续 L 6а, MGE XÊ / мам 为 连 


SL 8, 如 果 只 假定 M AERE RRR, ПИН ХЕ 2.17,X 为 连续 
МУН. 
2.33 ЕМ. I M,N eME., 我 们 称 


[M,N] = $ ((M + N] ~ [M] (р 


为 M,N HETZE, 易 见 [М] 就 是 连续 (因而 可 料 ) 增 过 程 ， 
而 [M.N] 是 连续 有 限 变 差 过 程 

2.34 定 理 设 M,N HEZ L Wh (ЖИН), 则 [M,N] 是 
1919 MN [M,N] 为 连续 秽 (连续 局 部 蒜 ) 的 唯一 的 连续 的 适应 
БЗ, Н vt, EJM, N), < оо. 

证 明 利用 [M.N] 的 定义 ， 我们 只 要 证 ， [M] 是 使 得 М? 一 
[M] 为 连续 革 的 连续 适应 增 过 程 ， 由 定理 2.32 可 知 [М] 为 零 初 值 
的 连续 适应 增 过 程 ， 且 м? |M] 为 连续 蔷 (连续 局 部 靳 ). 其 唯一 
性 可 从 下 面 的 引 理 得 到 . 口 

2.35 引 | 理 设 U,V 为 连续 增 过 程 , Н Vo = vo = 0, 如 果 
U-V ЗАЙ (AR), ， 则 U,VY 无 区 别 . 

证 明 ”由 轨道 的 连续 性 ， 我 们 只 要 证 vt, U; = V, P—a.s., 而 
Ніле, иЄ Р, АШАТ ШЕ: У Є ЬЯ) Р, 


9 两 个 增 过 程 之 差 称 为 有 超 变 差 过 程 
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ЖЇНЧ БЕЛЕШ) 有 EzU, = EzV,. 对 任意 的 n 令 


tin = E, j=0, lon 
л 
(AU jn 一 Utin 一 Cim’ 7 一 1,2,- r’ 


则 对 z € BF， 


EU) = im 3 E (2(AU)n) 


3=1 
H U 的 适应 性 ， 


Elz(AU)n) = Е { БААЛУ „| } 


= ЕҢ АБ) ЕР) 


joh 50217), s € R. 的 右 连 左 极 修 正 为 Zeas E Ri. 则 由 .上 式 ， 


ті Ё 
EzU, = lim > FZ. (AU);.) = E ( / Z, ай,) 
了 一 


£ 
由 U 的 连续 性 ， 在 Z 的 跳 处 dU, 无 负荷 ， 因 此 有 / 2,40, = 


t 
/ Z,_4U,. 注意 到 Z 的 左 连续 性 ， 


Ё Ті 
j, Z= ЧӘ» = ш, >, Ziu- (AU); 


结合 上 述 ， 


E(zU,) = „йш >` tej Dn (А07) 
ї=1 


Yom Tr 7 Ы - 
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对 了 也 有 类 似 的 表达 ， 因 为 U-V NEA, 


ЕСАБ) 一 (Ат) АЛ, 1 = Ü 


| 


因此 


E (2.51. l AU jn) = E (Zigan AV nh] = 1... ,nn 


由 此 得 到 E (zU,) = E GV) Ak U 5 V EKA. 
U-V 为 局 部 软 时 ， 利 用 局 部 化 及 极限 手续 同样 可 证 U 与 
V EEJ. D 
上 上述 引 理 可 以 竹 述 为 : Aq T-— ЛЕБ ВОЛГЕ X, 我 们 有 
А = Ар. 


和 进一步， 我 们 还 有 有 

2.36 定 理 Б X Je tUHBBJu[ELP AH 32 h. MJ X = 0. 

证 明 六 为 可 积 变 着 靳 ,XX 可 表 为 两 个 可 积 增 过 程 之 差 X = 
А-В,Ң\Уз > ї,ЁЕ(Хь„|Л,) = Х,. $ s — оо, 由 控制 收 误 定 理 得 
Xi = Е(Х..|2.), 因而 可 积 变 差 蔷 是 一 致 可 积 

其 次 ,文献 [1] 之 3.22 系 指出 对 停 时 了 ,在 了 < ovo 上 定义 的 
Дш) = (w, Tw) 有 


f l(p) cC [T < oo] Fr- 
由 此 上 及 Doob 停止 定理 ， 我 们 有 
Хт 一 Е(Хт|\Рт-) = XT- 


由 截 口 定理, 可 见 X 写 Х_ 无 区 别 , ХЕНД Г FJ #L-—Pka[ Х 
为 连续 闺 ， 从 而 由 引 理 2.35 ИЕ прера зерин Эу 0. D 


人 


7 
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注意 ! 定理 2.34 给 出 了 连续 L2 Rh GERRARD) 的 D-M 分 


解 : 
Me = (М? —[M]) + [М], (2—50) 


它 是 一 般 的 对 右 连 续 12 80 GERR) 的 Doob-Meyer 分 解 


M£ = (М- < M >,)+ < M >, 


的 特殊 形式 ， 此 时 
< M >= [M] [2 — 51) 


Н АНЕ А T НА ESE Py Oh BE е SV OP y pas ТЕ, 
还 是 否 存 在 类 似 于 人 2 一 50) 式 的 分 解 . 文献 [1] 的 了 .29 — 7.31 给 出 
J Wv ВА, 并 证 明了 那里 的 La 是 < М > 的 可 料 对 偶 投 影 . 
习题 与 问题 二 . 
21 (BE R, X Brownian 3, с AFH, $ 
В, = Bino, Fi = Рол, W (Ba Fi),t € R, 2 йй, Н Vi >a, 
E(B: — B,|Z,) = 0 
E [67 一 В|, -E K ло) 一 (sA оў}, 


2.2 证 明 (2—8) ETE ВВЕР ЛЯ РЕЈ ДЕЛ] (Xn) 
的 选取 . 

2.3 证 明 : ШЖ < M >;а.ѕ. 连续 {相应 地 ，a.s. 绝对 连续 ) ， 
W £ E Cy (D), ZA (S) 中 稠密 ， 这 样 醒 可 对 满足 


/ х? арм? 
F. x 2 
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的 循序 过 程 或 可 测 的 适应 过 程 X PATERA M 的 随机 积分 . 

2.4 设 ( Fihte R, 为 启 部 喜 ， 则 适当 地 选取 遍 部 化 序章 
Та, 可 使 XZ 为 一 致 可 积 黄 . 

2.5 从 本 章 及 全 书 体 会 并 学 会 采用 停 时 的 局 部 化 技术 , 试 举例 
说 明 它 的 作用 ， 

2.6 证 骨 稳 定子 空间 的 正 交 补 空间 仍 是 稳定 子 空间 ; 对 A є 
P.W 为 稳定 子 空间 ， VE 及 ye 也 是 稳定 子 空间 ， 

2.7 研究 可 料 过 程 与 连续 过 程 的 关系 ， 能 否 给 出 定理 2.36 新 
的 证 明 ? 

2.8 证 明 若 ME WË, Н € £2 (P), X = Ty H, W| ux € цаг, 
H 

Н? = да, им 一 a.S.. 

2.9 将 2.30 定理 推广 到 局 部 平方 可 积 蔷 的 情形 ， 

2.10 参考 3.1 关于 连续 半 靳 的 定义 ， 如 何 将 随机 积分 推广 到 
对 连续 半 著 的 随机 积分 . 

2.11 设 M,N € ЭЛС 证明 对 任意 停 时 了 有 

м", NT] = [M, м 


2.12 设 ME Mho 证 明 它 为 连续 л? RR Yt € R, 
有 EM) < оо. 
2.13 设 M, N 为 连续 L W, H c ri (P), G є rXu(P), 证明 


E ( нам) (f саам) F. 


= Е | f | Н.С, М, мы) 





rir timi h 2" шы haai ТЕРҮ 


T тамыз i re, ONP W „тө. 


则 
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2.14 设 M € Mpo 则 对 任意 的 a>0,c>0,t>0 有 
Р {виро e: Ms > c] < $ + P {IM > a) 
2.15 在 上 题 的 条 件 下 ， 证 明 指 数 不 等 式 : 
P([M), < aisupo<sst |Мь| > с} < 2ехр{—с°/2а} 


2.16 设 {M} C ME. M € WE. AIH : > 0, # 


[M (n) — M), — 0, (n — oo) 


P 
supo< c, | MEY 一 М] — 0.(n — оо) 


2.17 参考 文献 2]82.9, 研究 对 于 评测 适应 过 程 be, 如 果 


T 
(/ а= o0) > 0 
() 


(52 ХУ Brownian 运动 的 随机 积分 ? 








== Ito 公式 与 Сігѕапоу 定理 


在 讨论 了 随机 积分 的 基础 上， 我 们 讨论 随机 微分 ， 设 下 式 有 
t 
音义， х, = Í maw, 其 中 M 为 连续 局 部 圣 ， 那么 我 们 记 
ах, = Н,ам,, 并 称 之 为 随机 微分 ， 在 这 里 我 们 并 不 如 文献 [4] 引 
入 随机 微分 的 空间 ， 而 只 把 短 机 微分 看 成 一 个 记 导 ， 它 是 随机 积 
分 的 附属 物 ， По 公式 就 是 讨论 复合 函数 的 微分 公式 ， 其 实 就 是 
讨论 复合 函数 的 随机 积分 公式 . 
§3.1 EZER Ito 公式 
#R X =({(Х,,Л),у € R, 为 连续 半 蒜 ， 是 指 它 有 分 解 ， 
X, = Xo + M, + V; (3—1) 

其 中 M c gf є Y5( 连 续 零 初 值 有 限 变 差 过 程 ) ， 而 Xo E Z. 
许多 应用 随机 过 程 可 表达 为 一 个 平均 轨道 ОШ ЗЕ) 与 一 个 随机 
偏差 【噪声 ) с, ЗЕД ТАУ. 

称 


t t 
х, = f als, u) ds+ Í b{s,w)dB, (3—2) 


为 Ito 过 程 БЕ NERF, ЖН абз, о), (в, ш) 分 别 为 可 
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ИШЛЕ ЛЕ, H. 


7 T 
f la(s, wl ds < х, | bls wides < оо 
0 0 


3.13| 理 连续 半 鞍 的 分 解 式 (3—1) 是 唯一 的 . 
证 明 如果 还 有 另 一 具 相 同 条 件 的 分 解 X, = Xo + Mi +V, 


HJ 
V, — V/ = Mí — M, 


Коле РНЕ Н ИЛЕ, 由 引 理 233, CEA 0, 从 而 分 解 
口 


式 (3 — L) 了 唯一 . 
3.2 定 理 (Ro 公式 ) ERER X 有 分 解 式 (3-1),f = 
fr, у, 2) 为 Rš EAH, 关于 工 I}, 天 于 y — а ч, 


关于 z 为 Borel HW, $ 
Y; = АМ. Vt, Хо), t € F 


ШУ = (У) ХЕР B vte R, 有 
_ ' д] 
f(M,,W. Xo) = f(0,0, Xo) + f S (Mp, Va, Хо)ам, 


af 
= (M Vas 8 
+ 0 Bo Яз Apold; 
t гау 
十 可 А эрт Ma, Vs, Хо)а(М {е 3-3) 
证 明 тг V 的 全 变 差 为 ,Yn € N, 4 


ü, | Xo! => п 


Tn = __ 
| inf {4 : | М, у V; V М], > л}, Хо) < п 
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Д] т 为 停 时 列 + ooa. 我 们 只 需 Уп, ХЕ (m > 0) E, HE 
М Хх" 证 得 (3—3) Ж. Bc n — оо, 利用 了 及 所 论 的 一 阶 ， 
二 阶 偏 导数 的 连续 性 ， 就 可 完成 По 公式 的 证 明 . 因此 不 妨 假 定 
Xo M, V AR [M] 均 有 界 ， 且 RARE (因而 其 本 和 刁 及 其 
一 、 二 阶 导 数 有 界 ). 

Yt > 0, 如 前 ， 考虑 [0,2] 的 分 割 序列 {тр}, 由 Taloy 展开 至 二 
阶 得 


f(M,,V., Xo) — f(0,0, Хо) 
к 

[AME VEE Xo) — РОМ (ЕР), У (t? 1), Xo)] 
二 1] 


21 
Кл 
+ YO [AMG V Ea) Xo) РОМЕ р), У 1), Хо) 
j=l 
= Ir + I> + Ts (3— 4) 


其 中 


kn 
m Š YO FMG), 03, XOV (22) – 07 y, 
j=l 


YY Vy) 


k. 
pm Š SF (MG 1), VE), Xo MEF) — МО 1) 


j=1 
A 1 < = 
m SD /0 V Ea) XOM) ~ MEGY 
j=1 


M(t) < 9? < MEP) 


эте "аш, 1. i ТА СНЕРЫРЧЩ -i галла. „жазды "k. мой eh алды д Le 
Le лыр „aii 
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显然 当 5(rp) — 0 时 ， 作 为 按 轨道 的 Stieltjes 积分 和 
re f P Ma, Vas Хо)ау, 3-5) 


W 


kn 
Pisa) EFO EME a) VE 1), Xoe (8) 
j=I 
则 对 任意 的 外 及 s € [0,],ф" — Ma Vn Xa). BERME 
界 ， 此 收 敏 也 是 CY, 中 的 收 伍 .因此 


t » Ft 
R= / фам, 25 / fL(M,, Va, Xo) aM, (3—6) 
Q 0 
MT RRIA: 
і 
г 一 ， 1 f f (M,,V,, Xo) ам], (3—7) 
2 do 


记 Н(в) Š у (Ms, Vo, Xo) 则 它 是 有 界 连续 适应 过 程 ， 由 f, 以 
及 M 的 一 致 连续 性 ， 当 5(z?) -3 0 时 ， 


б 2 MAXI gj 区 天。 |Р (8, V (t2_ y, Xo) 


一 Ta (M (tF) V(t 1), Хо) —, 0. 
而 根据 2.31 定理 Sn 是 L2 W, bz 


HP — 1 < ;%5р о 


Д s imen- mee — J "s 4 ,, ar „ш . 
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其 中 是 将 Ip 表达 式 中 的 62 用 ME) 替换 的 结果 . 记 


Н = Sf=(M,V, Хо), 为 证 (3 — 7) НЕН (тё) — 0 RF, 
A Er P t 
Sn = 5 HOR M(E) — M(t" — / Hs. d|M] , (3 — 8) 
j=! 0 
iE 


1р 


En 
"全 2 EOUME) — [MKE 


ERA 


t 
š as f H, арм), 
Ü 


现在 为 证 (3—7) CH ШЕ Sa- 5, Z+ 0.XF 0 < r < s < : # 


(M, — M,)° — ([M], — [M],) 
= (Ms — [M].) (M? — [M],) — 2M, (M, — M..) 


= 2 f Afu ал, 一 м.м. — м) 
T 
- Уни Meen у 


ka 
M” = >` М Кк у] 
j=1 


ny TP a Ca. 


` “USA мзш Ө E У 


`. .... 
л 
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则 


Fl 


kn 
— 25 H(t)) / М. алі, 一 МО OCO) — мео) 


1—1 


K. 
=2Ў` | / А „Н MudM, - ГА К „н әм; дам,) 


j=l } (EF 55 


Ё 
= 9 f H? (M, ~ М%)ам, 
0 


H H K M ЖЕНЕ, H"(M — M") Æ [0,1] x Q Ев 0, 而 

由 H, M 的 有 界 性 可 知 在 ЄЗ FAT 0, 由 随机 积分 的 等 距 同 构 

性 质 ， S, 5, P> 0, 更 有 S, – 5, =, 0,(3 -7) 式 得 证 ， 利 用 

已 证 得 的 结果 ,在 (3—4) 式 中 令 rp — 0, ШИ ШЕ Yt, (3 — 3) 式 

a.s. ЖАЛ, ПП (3 — 3) 式 两 边 均 为 连续 过 程 ， 国 此 (3—3) 式 在 无 区 

ИЖ S F RE yz. Г] 
我 们 常常 把 (3—3) 式 写成 微分 的 形式 : 


df (Ms, Ve, Хо) = (Ма, У, Xo)4dM, + ДОМ, Vin Xodi 


+ М, Vi, Хом], (3 — 9) 


Ho 公式 一 个 常用 形式 是 对 Ito 过 程 函 数 的 微分 . 
3.3 推 论 设 扎 = (X,) 是 形 如 (3 一 2) 式 的 Ho 过 程 ， f(z) 
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ARKEMA, MU 


+ 
Кх) = Хо) + f (Хз, w) dB 
і 
+ | РОХ. jals, wjds 


+5] F'(X ab (в, ш)ав (3 — 10) 


МЕЕН < (2,5,2) = f(z +y +z) W 9 满足 3.2 ERR 
tt, H gM Ves Ap) = fiX) g0, Ü, Ху) = f (Xo); gr (Mi, Хо) = 
Р(Х.) = g(M,,V,, Хо), goa, Ves Хо) = JX o. XHW [M], 


t 
= f Б (s w) ds, 直接 应 用 3.2 定理 即 得 证 . D 


3.4 推 伦 Db X = (Xe) 是 形 如 (3—2) 式 的 Ito ЧЕ, fir) 
关于 一 次 连续 可 微 ， 关 于 кж НГЕ, MH 


а, X,) = (л +Да+ zat) dt + fbdB: (3— 11) 


THR to 公式 的 多 维 形式 . 

3.5 定 理 1 M = (М1, М?, -- М”) 3 TIL ЖЕР рК, 
V= (V1,… V) 为 m 维 连续 有 限 变 差 过 程 ， 函 数 f = fley) Ê 
Fizi e Zm (уз, сс Yn ETF g; (q = 1, n) ЖЕ ЕН, 
关于 nli = 1,… ,zm) 二 阶 连续 可 微 ， 令 Y, = f(M, V), Wl 











m s “msnm be РАДЕ . i _ є. 
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= (Y) ЖЕЕ, H Yt н, 有 


МАМ) = поь) + > f ovan: 
п af | 
— {Me Va div? 
r> ду ) 
1 82 f и I 
++ У бгр Ме V) d[M:, М3], (3- 12) 


证 明 ”证明 与 一 维 情形 类 似 . 口 
53 (3 — 10) 式 类 似 ， 我 们 有 
З.В if X = (X1 ... X") 为 m ВЕЕРА АЛ 


人 


其 中 Xi € Jo, M: 为 连续 局 部 鞭 ， Vv: 为 连续 有 限 变 差 过 程 ， 
f € СВА ВЯ СИНЯ А) ， 则 f(X, 为 连续 半 


Rh. H. 


х) = fO) + > SL (хах 


д 
91 = (Х„)а[М*, м7), (3 — 13) 


特别 当 f(z,u) = ry, X, = Xo + M+ U,, Y, = Yo + N, + W, Ж 
ë А 

хи = Хо + | х,ау, + f Y, dX, + [M, N), (3 一 14) 
D D 


容易 看 出 当 X Y 只 是 连续 有 限 变 差 过 程 时 ， (3 ~ 14) 式 便 为 
Stieltjes 分 部 积分 公式 ， 
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> W = (И, И) 36 d 2 Brownian 运动 ， 并 证 
dX; = alt, X,)dt + b(t, X,)dW, 


Pü 


w= bij(s, X)dBs, 1 <i < 


了 一 1 
其 中 bij(s,X) 为 可 测 适应 过 程 ， 满 足 / 5. (8, X)ds < оо,1 < 
ü 
1,3 < m. Jf] 


Ё 
v= | a(s, Х)4з, 1 < i < m 
D 


其 中 at (s, X) 为 可 测 适 应 过 程 ,是 Í "ав, Хав < оо, = 1,2,-.. m 
0 
WTF 3.4 推论 我 们 有 


аў, Xi,..., Ха) 


_ |д} of { ~ f 
一 ESSE- a it, X) +5 РЭ гутта Әл Y tubat, X 





т д} 1 
+) ps 2 tult, X) dW) (t) 
1=1 ?=1 
SLfdt+(ve,Bdw,) (3 — 15) 


这 里 


Іх) = ЭЗЕ 





-a (t, z) + 二 7 LS Tij (t, 0-22. 


i, j=1 


d 
0 (z, т) 一 >` bi (t, ribji (t, г) 


{=] 


re 





121 


为 BB* 07, В = (balt)) МЕШ, В" 为 其 转 置 ， 
_ (Pf 2 
vs = (эзер) 
JHEAT 


当 了 = f(z), 只 是 т 的 函数 时 ， 





T Ө], 1 — 82 
Lf(z) = у аьа) + 2 >` 0) aE 
ї=1 


1,.3=1 
д 
Gij (t, х) 一 у, бш (t, z)bj (t, т) 
《一 1 


今后 我 们 将 知道 ， 这 里 的 算 子 L 恰 是 马 氏 过 程 的 无 穷 小 算 
子 . | 
下 面 的 简单 例子 ， 表 明 随 机 积分 与 Lebesgue-Stiltjes 积分 的 
ЖИ. 
{1 1 证 明 


t 1 
гё | B, dB, = (В — t) 
0 2 


1 
令 Yı = 182, 则 由 Bo 公式 dY, = BudB + 3dt 从 而 了 = 


(В _ 2). 
例 2 计算 了 全 f зав, 
O 


由 d(tB,) = Bidt + tdB,, 则 


і t 
I= f sdB, = iB, 一 f B,ds. 
ü ü 


a er 


人 


Free slra. SA" са ша г савлан r аы TAr e аа ла аре TL. T. 
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83.2 ТЕГЕЛЕ) Girsanov 定理 


王 面 应 用 По 公式 得 到 Brownian 运动 的 鞭 刻 划 以 及 关于 测度 
变换 的 Girsanov 定理 ， 测 度 变 换 被 广泛 应 用 到 数理 金融 学 ， 慰 里 
的 等 价 娄 测度 和 成 为 衡量 市 场 公平 性 的 依据 . 

3.7 定 理 É X = (X,, Fih Xo = D, 则 以 下 的 命题 等 价 : 

1} X 是 Brownian 运动 ; 

2) ХЖ Әй, Н [X] = z te Ri; 

ЗЕЕ a € R. 22 2 exp (зах, + 1 为 (Л) ТЕБЕ. 

证 明 1)=> 2) ЖБП]. ТЕШЕ 2) = 3). 

4 fiz, t) = exp fiaz + Tah, H Ito 公式 得 到 | 


f 
К 一 (+e f Лайл» 
0 


ж 1221 < exp (5 s), 在 任 一 有 限 区 间 有 界 ， 故 (а) 为 连续 局 


МОВЕ, тн |28| KARHE Zin 一 致 可 积 ， 故 7р 为 连续 L° 


йй. 
往 证 3) > 1), 由 2° ЮЕ, XT s < t,o ЕВ, 


E |=ptiagx 一 Xa) + ct 一 ән. = Ü 


пу IL ‚Жү = x, 关于 Fs ВУЗ ЕРЛЕР 29 N (0, t — 8) BJ F hF ра 
Ж, Ek ХХ, ЫР, ЗАЗ, ТОНА. N(0,t— s) 分布 从 而 X 
为 (Fp Brownian 运动 . 口 


атаа kirti лышы ыл T ar Чс арт. Лан 
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十 面 的 定理 是 到 一 般 和 连续 局 部 黑 的 推广 . 

3.8 定 理 设 М 为 等 初 值 连续 证 应 过 程 ，V 为 连续 增 过 程 ， 
则 以 下 命题 等 价 : 

1) M МЕЙ, H. [M] = V; 

2) vo € Б, 2р = ехр fam, 一 и) ЈА. 


右上 述 条 件 满 足 , WJ Za AEA, 而且 Ze йй НАУ vte 
R. EZ? = 1. 


证 明 1) = 2) 对 任意 的 a E А, f(z, y) = exp [от 一 an 
应 用 Ito 公式 {3 ~ 3), 得 到 
dZ? = aZ dM, 
故 2° {ЕБЕ БНК. 
2) > 1) 不 妨 设 М,У 有 界 ， 且 ze 8 BIA RTA 
ra 2 infít: Mil v IVd > n}Ao, 及 停止 过 程 мМ," (Хоу ,这 
里 en 为 (2°) 的 局 部 化 序列 .于 是 对 s<: K F € >, A 


а? a? 
f exp fam, 一 53, аР 一 J ехр{& M, 一 — Vat dP (*) 
F 2 F 2 


由 控制 收敛 定理 ， 可 在 积分 号 下 对 上 式 关于 a Й, Же а = 0 
则 得 


мар = | мар 
F F 


如 * 式 对 a 二 次 微分 ， 令 a =0 则 得 


J 043- vajdP = f (m? – удар (3 — 16) 
F F 
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于 是 M 及 M° ~- 丰 为 连续 蒜 ， 因 为 [M] AE MM] ЭЖЕШ 
的 唯一 圳 续 增 过 程 ， 故 [M] = V. 
当 上 述 条 件 满足 时 ， 


Z> = exp I аМ, — Fih) (3 — 17) 


为 正 局 部 款 ， 者 (ra) 为 其 局 部 化 序列 ， 对 s<t,nEN 有 
(5 = ERZE yF] 
< п — оо, H Fatou 引 理 得 : 
Ze 2 E [ZP |Z,1 
故 7° AER, 因 Ze = 1, 显然 当日 仅 当 E{2Z?) = 18, Z° 为 
80. п 


E3 2° PRA Doléans-Dadct Юй, (3—17) 式 为 Doléans- 
Dade 指数 会 式 ， 并 记 


Zt = = (еМ) 
用 Ito 公式 ， 我 们 可 验证 它 是 随机 微分 方程 


t 
2t 二 1 +f cZ d AM, 
0 


ВУИ. РАТНЕ ЕЗШ ИЛЕ TA. П (ОУ, Р) 为 完备 的 概 
EFR, (Жу) 为 满足 通常 条 件 的 子 o 代数 流 ， F= Fo 对 任意 
В À € Z, S 


004) = f 25Р 
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则 由 Z% > 0, ТО УРЖА, (Q.F,Q) 仍 为 完备 的 
概率 空间 ， (F) 关于 测度 Q 仍然 满足 通常 条 件 ， 关 于 Р 与 关于 
Q 的 可 选 、 可 料 z 代数 ， 以 及 可 选 、 可 料 过 程 完 全 一 致 ， 记 


而 (No HRR RER {E (NoFit € R.) 的 右 连 续 修 正 ， 由 
一 致 可 积 性 可 知 它 是 Doob LA, GAR. A, HEEK 
тАЕКЕУ,, 


J wap — J s<aP = Q(F) 


® = z (ir) 
3-9 命 题 l X AE, M НМУ Щщ XN 31 P Rk (局 
ВЮ) 时 ， Хо (Q) ФЕ (Janji) 
证 明 由 Bayes 法 则 0.12 定理 可 得 . 
3.10 定 理 (Girsanov) 设 W= (W,),0 < t < T 39 Brownian 
5581, НЄєА2 (5, В), < 


A š 1 Ё 
Z(H) = exp Fi Н.ай”, 一 F Has} 
D ü 


于 是 ， 


假定 
EZr(H)=1 (3 18) 


对 任意 的 4E Fr, $ Q(A) Š / Zr(H)aP Ж 


Í . 
ww Í mas, O0<t<T (3 – 19) 
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ШО 为 与 P 等 价 的 概率 测度 ， 全” 为 关于 测度 Q 的 Brownian 
运动 . 

证 明 由 3.8 ян, (Z2Z¿(H)) 0 < t < T 为 一 致 可 积 正 
#h. ATEH W * 3 Q Brownian 运动 ， 由 3.7 定理 只 要 证 


2 
ү, 2 ехр ом + t) 


”为 (©) ЖЖ, Th 3.9 命题 ， 只 要 证 Ye Z.(H) 38 ( P) 连续 
ARA 因为 


t 
Yr Z(H) = exp f (H, + ie)dW;, 
0 


1 上 
-3 < | (H, + іо) dW, >} 
О 


z 
由 于 / (本 上 iajdyp 为 PP 连续 局 部 靳 , 则 由 3.8 定理 知 Y;e Z(H) 


为 连续 局 部 蒜 ， 且 < W* >= t, Q—a.s.. D 
多维 情形 的 Girsanov 定理 完全 类 所 
3.11 定 理 (ËR DE Girsanov 定理 ) iW =(W1,W2,..., W$) 
为 {0,Т] 上 4 # Brownian 运动 ， 互 E (А? (5,В))®, (表示 d 维 过 
程 ， 每 个 分 量 属于 А (5, B)) & 


Ё t 
Z,(H) apf / (H,,dW,) 一 F HP as} 
假定 EZr(H) = 1, WJ Q 2 / 27(Н)ар 为 与 P 等 价 的 概率 测度 ， 


. £ 
Wr = И" - | H, ds 
0 
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为 а 维 (Q)Brownian 运动 . 

从 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 看 到 条 件 (3 - 18) 式 的 重要 性 ， 它 保 
证 了 Q 为 概率 测度 . 下 面 的 定理 给 出 它 成 立 的 充分 性 条 件 . 

3.12 定 理 (Novikov) iZ М 为 零 初 值 连续 局 部 蒜 ， 且 


Z, Š exp {2 М} t € R4 (3 — 20) 
EHEER tE R I, 有 
Е Ë (31m1) < со (3 — 21) 


HJ (Z,) ЭЖЕ ЮЙ, BH Vz ce R, EZ, = 1. 
证 明 ”由 3.8 定理 可 知 ， Ze 2 сом. SIM эз БЕ ру, 
于 是 存在 局 部 化 序列 m T oo, 使 得 Vn є N, (Za ) 为 [2 Qk. A 


而 
EZe =1 (3 — 22) 


往 证 {(2 和 nm》m E N) 一 致 可 积 ， 为 此 令 
Y, = exp { (м), } 
则 对 0D<ea<t 
22 = (Z° (exp(SIMI))} ` 
= (Z° Yje 
对 一 切 有 界 停 时 r < t, F € Fr, 由 Holdër 不 等 式 ， 


f 274P < (EZ EUY.) (3-23) 
F 
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由 于 Z = ZË ALH, EZ, < E Zo = 1, UR (Ү,) Au, АК 


1— 1 — a 
/ 2адР < (/ Үт ар) < (/ кар) 
F F F 


由 此 可 见 ， (228, bn € №} ир. FE, H (3 – 22) 式 得 
到 j， 

EZP = lim ЕЛ2 u=] 
在 (3 — 23) RPR + = t, F = t, 6 a 一 1, 最 后 得 到 EZ, 2 1, 
而 由 (Zo WERTE EZ, < 1, AE EZ, = 1, sf M, (Z),t € R4 


AEREA. = 
м М, = f Н.а, H € A2 (5, B) 时 ， 条 件 (3 — 21) 式 使 为 
Ü 
E Ë (3 f Has) < со (3 — 24) 
© 


下 面 形 式 的 Girsanov 定理 更 为 常用 ， 其 证 明 留 给 读者 ， 
T 
3.13Girsanov 定理 PAVL (r, Feher 满足 Pef y? dt 
< оо) = 1, ЧЕЖЕ Z = (Z,, Fiker WE 


t 
ü 
$ ЕЎт(ш) = 1, p 
£ 
W? = W, — f 2+5, ds 
б 


关于 测度 Р“ 也 是 Brownian 运动 ， 其 中 
аР" = Zriw) dP 
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而 Z+; (ш) = 2,(0), “4 Zw) > 0; 否 则 为 0. 
证 明 “参考 文献 [2]th.6.4. 口 
Girsanov 定理 实际 上 给 出 了 一 个 Brownian 运动 满足 一 定 条 
件 的 平移 ,在 一 个 与 原先 测度 等 价 的 测度 下 仍 是 Brownian 运动 . 
在 结束 本 节 之 前 我 们 给 出 今后 将 用 到 的 关于 由 Brownian 运 
动产 生 的 о 代数 流 ZP = ol(Bs,s < t) EREE. 
3.145| 理 设 (0,7, Р) 是 完备 的 概率 空间 ， 而 с 代数 流 72 
完备 ， 亦 即 ZP 包含 天 中 一 切 P-E, BJ ZP 连续 ， 即 


Fi = FF = Fip 
ЕВН ЖЕЕ. НТ 


FË = о (U FP) ‚ПРВ = o (U FË Јод) 


BE веў 


而 由 В, 的 连续 性 ， B, = li.mrtt,reQ В», 从 而 


ХВ со (U 72) 


s< t 


这 表明 FE = РВ, 
往 证 右 连 续 性 ， 设 上 > s, 则 由 3.7 定理 ， 


Е(е'*Р“ |Р) — p Ba— 22 (t-s) 
于 是 对 0<e<t 一 8， 
Е(ё “(|2 у = E [EFB уг] 


2 
= E Ë {Вә 一 Sl — 8 — 9} А 
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令 € 0, MIF 


Ele” PF? ) = exp ав, — za 一 9) 
= Е(е8: |2) 
从 而 ， 对 任意 有 界 可 测 函 数 了 
ЕВ?) = EBNF 
现在 设 3 < H <ta Н A(z), fs (z) 均 为 有 界 可 测 陋 数 ， 则 


E [fo( Br) fi (B..)|Z2] 

= E [Е((В, Bo ) fi (Be AFP) 
= Е[Е(}5(В|В,, A (Be FZ] 
= E [FB f (B NFB] 


归纳 地 可 证 本 


j= 


E fi 4 = Е fi TA 
HH s< h <o < ta M Gahi = 1l onun HAA F eY) A 
数 ， 从 布 得 到 对 于 任意 的 ZË 有 界 的 随机 变量 小 有 
EFE) = E(n|Z 5 ) 
特别 对 РА MHARA n, 有 
т = EFF) 


这 表明 ТА СУВ, FE = ZP. E 
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83.3 ”股票 市 场 与 等 价 黑 测 度 


假设 在 金融 市 场 上 我 们 有 两 类 不 同性 质 的 投资 ， 一 类 是 没有 
风险 的 投资 ， 比 如 存款 到 银行 或 购买 债券 获取 固定 的 利率 ， 另 一 
类 是 有 风险 的 投资 ， 比 如 买 股票 或 期 货 ， 假 定 开始 投资 到 银行 的 
资本 为 Bo 银行 的 利率 固定 为 7, 则 在 时 间 z, 我 们 的 资本 增值 为 


В, 一 Boer: 


本 节 B, 表示 在 在 很 行 (Bank) 的 资本 , W, 表示 Brownian 运动 . 
显然 它 满足 微分 方程 
dB, = rB,dt (3 — 25) 

为 简单 计 ， 我 们 总 设 Bo = L. 

假定 有 风险 的 投资 只 有 一 种 ， 比 姑 某 种 股票 ， 假 设 开 始 的 有 
风险 投资 为 50, 到 上 上 时刻 成 为 Se 所 请 风险 ， 表 明 (Sih 是 一 
个 随机 过 程 ， 上 .Bachelier 普 先 发 现 册 票 价格 的 增 基 正比 于 vót. 
这 就 是 用 Brownian 运动 建 模 的 起 因 . 然而 Brownian 运动 可 取 负 
值 ， 而 股票 价格 应 为 非 负 值 . 事实 上 ， 认 为 股票 价格 的 相对 变化 


ч. ж—я 


ж, HU St 正比 于 VBI 更 为 售 理 , 这 就 提出 用 开 何 Brownian 运 
动 或 称 为 经 济 Brownian 运动 来 描绘 股票 价格 的 变化 ， 下 面 假定 


2 
S, = $ехр{(и — —)t + тй} о>0,ре8 (3—26) 


考虑 这 两 种 投资 的 模型 称 为 Black-Scholes 模型 { 简 记 为 (B-5)), 
以 下 的 讨论 就 从 这 里 出 发 ， 在 P 测度 下 ， 价 格 过 程 5, 一 般 不 是 
蔷 ， 然 而 下 面 定义 的 折 现 价格 过 程 S 将 在 某 等 价 测度 下 为 款 . 


gr _ 
5, = B, = Sie (3 27) 


—-ә-_-ы--зыыы— ө ———— oÜbÜVU . 
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现在 就 来 讨论 测度 的 变换 . < 


2 
Zi (w) = exp {= (ш) — І (==) | (3 — 28) 





т 2 
W Zilu) >0,Р—ав., R. ЕЛ} (ш) = 1. В, 由 Girsanov 定理 ， 
dP*(w) = Z lw) dP iw} (3 — 29) 


定义 了 (Q, Fr) 上 的 概率 测度 ， P L; P Rm, КЕП Yt, 
Pr 一 五 .今后 我 们 只 考虑 有 限 的 时 间 ， 即 设 ts T, НУРА 
的 讨论 ， 不 妨 假 定 Z = Fr. 因为 当 np = r BF, (0) = L Ti 





ИР = W, + (£ - =) t (3 — 30) 


APARE Р" 是 标准 的 Brownian 运动 ， 
由 于 在 测度 P F W 与 在 测度 P F W HE Brownian 1 
动 ， 国 此 它 科 的 分 布 相间 ， 即 


Гам ИР") = Lawl WIP) (3 — 31) 
由 (3-— 28) 式 ， 经 济 Brownian 运动 S, = fit, Weh ЩЫ Ro 公式 
15; = Siu dt + тай?) (3 — 32) 


今后 我 们 在 必要 时 ， 将 5,105 S0) 以 强调 它 依赖 于 有， 
那么 


Selpi -o Sn exp | ( 一 30°) t + GW, 


= So exp ( 一 3") {+ озу} (j — 33) 


由 Ito 公式 ， 可 知 


aS (a) = S. (uy(r dt + тай) Р" — a.s., 
(3 一 34) 


а5,(т) = S,(rr)(r dt + тай) Р — а.в. 
这 表明 
[алу {5 [и)|Р*) = Law(S(r)| P) 
这 就 是 说 ,期望 收 益 率 为 и 的 经 济 Brownian 运动 的 在 Р" 下 的 分 
布 与 期 望 收 功率 为 ?银行 利率 ) 的 经 济 Brownian 运动 的 在 请 下 
的 分 布 相 同 ， 此 时 ， 


1 a ' | 
Sa = Soexp { (7 — 502) tow} (3 — 35) 


3.15 KET < oc WES, MESE P 下 ， 折 现价 
га вЫ (Se, Р) ест у. 
证 明 НП S, 应 用 ito 公式 ， 由 (3—27) 式 得 
05, = —re "5, + e "tS (rdt + саи) 


= cS,diW 


T La — 
容易 验证 E / 2а < оо, 可见 总 38А. s 
Ü 


3.163823 ЖГНЕ Р" 5 P ЈАНИ, BE E- 
Р 等 价 ， 量 梧 得 折 现 价格 过 程 为 鞍 . 

设想 某 一 投资 者 的 初始 资本 为 Vo = z, 其 中 一 部 分 00 В, FF 
银行 ， 一 部 分 Gaso 投资 于 市 场 . 称 


P, 一 CRAN: 2 0 





__ o к———__—_———— >°>Ü_ü% 
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为 投资 策略 ， 足 指 对 于 每 个 02.0; 是 可 料 过 程 ， 它 的 直观 意义 是 
这 两 个 过 程 的 取 值 依赖 于 土 前 市 场 的 信 县 ， 其 中 ӨР,0; OLARA 
值 ， 分 别 表示 可 以 月 由 地 让 取 或 自由 地 买卖 股票 ， 为 了 数学 处 理 
的 便利 ， 我 们 假定 欠 : 儿 可取 任意 的 实数 值 . 在 t 时 的 资本 为 


V, = 09 B, + 01 S, (3 — 36) 


3.17 定 兴 ” 称 投资 策略 8 = (oe 为 自 筹资 策略 ， 如 果 它 满 
足 


t t 
V. = r+ 上 034 B, + | Ө! aS, (n) (3 — 37) 
Ü Ü 


mH HEH z e R,t > 0, P — a.s. 成立 
t L | 
j 100148, < оо, f (8! Sufa du < со (3 一 38) 
ü о 


НФ, 09.01 ЫН ЗЛ ЖЕГЕ 5.0) 为 经 济 Brownian 运动 . 


日 笑 资 策略 的 全体 记 为 SE, 相应 于 投资 策略 0 的 资本 过 程 记 为 
yê, 
(3 — 37) 式 等 价 于 


dV; = 0PdB, +8145, Му=т (3 — 39) 
对 {3 一 36} 式 用 Ito 公式， 我 们 得 到 
41, = (@P dB, + 014S,) + (В,460 + 5,161) 
К-П J Н ЖЕКА НАУЧ 
Bd? + 5, 401 = 0 (3 — 40) 


| 它 的 直观 意义 就 是 既 没 有 消费 ， 也 没有 增加 新 的 投 和 人， 





-~ 一 证 





"naL 


Tami. raje ik ep аы жу et de ИОН 
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Злам #K 





_ Te 
М (ш) = А t > Ü 


为 折 现 资本 . 
# 0 c SF 是 指 ，8e SF, 且 存 在 上 ErF( 非 负 的 地 可 测 的 
随机 变量 ) ， E"£ < ос, 使 得 
(и) > ЕЕ), Е > 0, P*a... (8 — 41) 
并 记 SFY = SP+, 
由 于 V = @°+@15,,аў# = 480 + 5,101 4-0145,, 以 及 (3 一 40) 


式 可 知 ， 
бе SF <=> аў (џи) = OdS (pn) (3 一 42) 
3.19 定 理 关于 测度 P*, 我 们 有 
(1) 如 0 < SF, WJ И (и) 是 局 部 平方 可 积 识 ; 
(2) п 0 e SFE, ШЇ (и) EEB, 
(3) 如 80 e SF+, Д V (н) 是 非 负 上 对. 
证 明 р (3 – 42) =, 
dVé(u) = 045 (и) = 0105,(р) ай, (3 – 43) 
或 等 价 地 
° oO 5 (и) 
В, 


Ў? (и) = (р) + f aw: 


由 条 件 (3 — 38) 式 可 知 V2 ERRE, [заң ЕДИ А АКЧИ ШЕН! 
(T,), 使 得 (70) 为 局 部 平方 可 积 蒜 ， 因 此 Yt > s, 


Е" (WA, (Fa) = Varr, (a) 


i36 
由 条 件 0 є SFE, 应 用 Fatou 引 理 得 到 
Е'(У/ Fe) = E*( lim VAT, UDF) 


g ү * — lim V? 
© „ип E (Улт А25) lim АТ, (н) 


т схо 
= (и) 


е (VP, 为 Р" ББ, (3) 是 明显 的 . Г 

一 个 市 场 有 套利 是 指 存在 一 个 有 套利 的 策略 ， 所 谓 有 套利 的 
策略 的 直观 意义 就 是 可 以 “无 中 生 有 ”, 也 即 一 个 没有 资本 的 投资 
者 ， 可 以 通过 这 个 策略 而 获得 正 的 收益 . 一 个 没有 套利 的 市 场 称 
为 是 公平 市 场 . 


3.20 定 义 ”策略 8 称 为 在 [0,T] 上 有 套利 (arbitrage) ， 是 指 
它 满足 

Ми) <0, Vfl w) 2 Ü, P -a.s. ҢР(Уў(и,ш) > 0) > 0 

3.215239 i4 £e Ft, ЕЕ < oo, 则 对 于 任意 的 0 8 SFE, E. 
没有 套利 的 . 

证 明 бє 52, ША 3.19.(V2()) ЖОЕ, ШЖ 是 有 套 
利 的 策略 ， 即 存在 4 = {УЙ (иш) > 0}, 使 得 PA) > 0. 于 是 必 有 
ne М, 使 得 A, = (Ии) > 10 具有 正 概率 ， 从 而 


1 
T 


O >z > E*(e Vi) > —e rT p(A,) > 0 


了 矛盾: 口 
称 策略 Ө 为 可取 (admissible) 的 ， 是 指 Yt > 0, (иш) 2 0, 
这 表明 在 任何 时 刻 资 本 非 负 ， 也 就 是 不 人 允许 投资 者 同时 疝 银 行 与 


r. mariaa- a агава да, РС 


hii ала с чес ТА i сола СА аш — ылы ины ур 
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THER. 显然 , 有 无 套利 与 市 场所 许可 的 策略 有 关 , 如 果 市 场 许 
可 投资 兰 无 限制 地 同时 癌 银 行 与 市 场 借贷 ， 那 么 这 个 投资 者 将 成 
为 有 无 穷 资本 的 人 , 他 将 显然 获得 套利 . 下 面 主要 考虑 策略 类 SF ， 
也 即 可 取 的 自 筹资 策略 .可取 的 月 筹资 策略 是 无 套利 的 策略 . 

3.21 定理 可 以 说 成 是 : 在 只 有 一 种 股票 与 一 种 无 风险 资产 的 
情形 , 市 场 存在 等 价 著 测度 , 因而 在 SF* 中 不 存在 有 套利 的 策略 ， 
从 而 市 场 “ 公 平 ”. 下 面 将 要 揭示 等 价 灿 测度 的 存在 与 市 场 “ 公 平 ” 
HER. 

假设 市 场 有 m 种 股票 St)i = 1 2 ,m( 风 险 资产 ) 和 银 
行 存 于 或 国 倘 投资 SA) (无 风险 资产 ) ， 它 们 满足 


b = Si( (t) dt + o*{t) -dW,), í = 1,-: ,m (3 — 44) 


а5%(#) = S9(tr(D dt, 69 = 1 


其 中 WE = (Weh , Wd АЕР m, RHR mm 种 
股票 的 价格 波动 未 必 答 此 无 关 , 而 ji(t) S m BE. o (t) 为 d 维 向 
E. 

仍然 考虑 折 现 价格 500) = e #45) { шо1,... ,m. + 
是 


dSi(t) = 8100) (00) — (0) dt + il) dw} (3-45) 


在 投资 策略 (0001), 9(0)),6(0) = h 0. (0) F, 资本 v, 2 
уб) 2 PESE + 0 -5(0), 这 里 60) = (51(@),--- 57900). 3 


V, = + f 0 (u) dS9(u) + Í eo . dW (u) 


时 ， 称 (Palt), OC) 为 自 筹资 策略 . 


下 
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令 SPU = у" U Sh 3 V, 2 esf t, ce>0 则 称 策 略 (名 ,人 
为 可 允许 的 (allowable). ШУХ, HJ ЖУКЕ E EP HY CH BJ Tu ВЕ E 
Ж. 同样 可 证 

(1) (60,0) € SF <> ау? = (00 (D, 0(t)) - dst. 

(2) ХЕЗ {ЛАЙ Q F, 折 现 资本 Vf 当 0 e SF ЖЕЙ, 
当 8 AT Ir, CAER. 

我 们 的 主要 结果 是 

3.22 定 理 “如果 存 在 等 价 黄 测度 ， 则 线性 方程 


e(t)ab(t) = р) (0), йёхаР—агае.‚ав.(Фш) € [0,Т]хО (3 — 46) 


А р (Abts, В))1. 2, ШЖ 
1 Г. 
Е Е f іс" юра < oo,1 < ¿ < m (3 — 47a) 
Ü 
HFA (3 — 46) 式 有 人 解 E (ALS, B)? 满足 


< оо (3 — 47b) 





E f waran) 


则 满足 9 = Zy- W) 的 测度 Q АВНЕ, RP yW 人 


£ 
/ Ws) " diV,. 
0 | 
ШЕЯ 对 Q@EP", 令 


_р(9 15 }\ 
м, = e (Rir) 


n (Mo 是 一 个 РЁ. 出 Brownian 运动 的 靳 震 示 定理 (5.15) ， 存 


{Е 8 € (А265, В))“, 使 得 dM, = ө). 令 WE) 一 —B(t)/M,, 则 


ам, = wE Md Wi 


t 
WAE 3.13. M = 了 (一 车. 了) E. W£ = W, +f pisjds 是 一 个 


Q 下 的 Brownian 运动 ， 因 为 Q 为 等 价 蔷 测度 ， 即 5 在 测度 @ 下 
Ж тй, 0k (W?) 有 如 表示 定理 ， 亦 即 存在 o* € (А2 (S, Byy=xd 
使 得 

dŠ, = о dWZ = c" (ty(dW, + pit) d?) 


根据 Do 过 程 (S) 表示 的 唯一 性 ((3 一 45) Ж), ， 可 知 о") = 
Jio (t), dt x dP — a.e, 从 而 elt = и) — (D, dt x dP – ае. 
所 以 他 的 ) 是 方程 (3 一 46) 式 的 解 . 

现在 假设 ”满足 (3—4Та) R, р A (3—46) 式 的 解 , Н (3 一 47b) 
式 成 立 ， 由 Novikov 定理 (3.12), 2(-0.И7) 是 一 个 Р. 所 以 


我 们 可 定义 概率 测度 ЧӨ = 200-07) г. 为 了 证 明 (8) 是 Q А, 
由 命题 3.9, 只 要 证 2(-0.0)5 是 P 9. 由 (3 — 45) 式 ， 我 们 有 


= | =. š „ a 
5, = Sú exp {/ [т*(в)аИ/»„ + (a? (8) — т{з))ав] 
1 L ; 
-5 J, jo ojPds} 
这 里 c: (t) 表示 矩阵 oft) 的 第 i 行 疝 量 . 由 (3 – 46) X, 
2(—ф.У/),5} 


= Sš exp TGE — pa pdW, 一 3/ la {s} 一 ws)Pds | | 
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NTT o T e ria 


Th a ee 
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H— Н Novikov 定理 知 ， Zu Ws 是 一 个 P gh. 口 

Е. 我 们 称 (3—46) 式 中 的 o 为 市 场 的 风险 价格 ， 它 是 资产 
价格 的 期 望 变 化 率 与 资产 价格 变化 的 风险 总 量 的 比 ， 

期 权 是 现代 金融 的 重要 投资 和 手段， 欧式 期 权 是 一 份 远 期 的 合 
约 ， 侣 约 的 持 有 背 可 以 在 人 台 约 规定 的 交割 期 T. 向 证 券 发 行商 联 
得 利 答 方 ,这 个 廊 与 工时 间 前 的 市 场 价格 有 关 ， 因 此 是 一 个 随 
HEE. 比如 说 fa = (57 —К)+!, 其 中 Sr 是 工时 的 股票 价格 ， 
K ATER, AZA. IA Sr > 五 时 ， 证 券 持 有 者 ， 
当然 要 求 部 现 合约 以 取得 息 的 收盘， 如 果 当 时 股票 的 价格 低 于 К, 
ШАРЕН кН] ЕЛ АУ ЖОС рч. 当然 为 了 得 到 这 份 合约 ， 投 资 
者 必须 回 证 养 商 购买 这 份 期 权 {到 期 可 以 得 到 权益 } ， 这 购买 的 价 
格 就 是 期 权 的 定价 ， 

假设 这 份 期 权 是 在 上 时 刻 签订 的 ， 交 割 价 K 应 该 满足 


FE = 5, е1 一 t) 


а L, MEHAR, MEERN. БИШ K > Seo, 则 套利 者 
AARRE, HT TRA, ERRI К, 还 去 所 借 的 本 
E 5,0770 ;而 得 纯利 K — 5,0770; 22, 如果 K < 6,6170, 
则 套利 者 可 卖 空 股票 ,将 所 得 投资 于 银行 而 得 Se rti-t 同时 买 
ЯН, ТЕЛ K 买 得 股票 以 平 仓 ， 则 有 纯利 . 

3.23 М 设 工 为 固定 的 时 间 , 称 随机 变量 fr e ZT 为 未 定 
权益 (ЗАН X iHcontingent claim), WREE fr 是 可 这 的 ， 
如 存在 一 个 策略 0 € SFH, 19 VEG) = fr. 此 时 也 称 策略 8 
复制 了 fr; f 0 € SET 是 一 个 (jx, 了 ,TT) 欧 式 保值 策略 (hedging 
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strategy) Ets FERATE.: 
AORE 
H 
Vie w) 2 friw) P*-a.s., 
PREA 0" 为 最 小 保值 策略 ， 是 指 对 任意 的 保 信 策略 68 有 
VP) 2 Vf (иш), Р*-ал.. 
ЯН ЛЕН ЕЛЕЙ, M MRE * 86 ЕАН ТИЛЕ 
(д) = = 
Ң. 
VEG w) = fr(), Р*-а... 


的 策略 , 也 即 复制 了 fr iE Өг(и, 2, f. T) 39 S+ 中 全 体 ( m, f, T) 


НЕР. ËF 
Собр, fr) = {а > 0: Orf, x, f,T} 2 01 (3 — 48) 


为 欧式 期 权 价 格 (初始 价格 ). 

期 权 价 格 是 一 个 得 到 随机 回报 VEn а) 2 friw) 的 最 小 初始 
投入 ,这 里 强调 随机 回报 是 提醒 读者 、 用 Cole fr) 买 到 期 权 后 ， 
只 表明 存在 一 种 保值 策略 0, 使 得 回报 基本 上 超过 fr. 但 投资 者 
能 否 找到 0, 这 是 投资 的 才能 ， 也 是 风险 的 体现 . 

我 们 关心 的 问题 是 根据 未 定 权 瘟 如 何 确定 期 权 的 价格 ， 以 及 
如 何 得 到 一 个 怪 值 策 略 ? 1973 午 Black,Scholes, 以 及 Merton 解 
决 了 期 权 定 价 的 问题 , 从 而 获得 1997 年 度 的 诺 内 尔 经 济 学 奖 , 成 为 
砚 代 数理 金融 的 莫 基 人 . 这 个 著名 公式 的 介绍 我 们 将 在 Feynman- 
Кас 公式 之 后 进行 . 
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53.4 Brownian 12: 5)7 88 Н] ЖЕДЕЛ 
设 (О, 7,(7,), P) 满足 通 带 条 件 ， 则 当 H € А?(5, B), 则 随机 
积分 M = J нав HEE L 车 ; ЖОН EACS, B), MJ M EME 
Назу 


t 
[M], =f H? ds, t € R} 
0 


下 面 是 反问 题 . 
3.24 定 理 设 M X айй ый, Mo = 0, 且 存 在 dx d 
矩阵 值 过 程 H = (Hi) e L287”(S), 使 得 


дек [Н (t)] Z 0,a.s..Vt (3 — 49) 
A 
a . š 
Мі, M), = / Фф, (в)4з,га.в.(1 < i jg (3 — 50) 
О 
ХҤЕҤФ=НН*, WEE d ЯЕ Brownian jaa) W 6 


f 
М, =j H, dW,, ast € R. (3 — 51) 
0 


这 里 “. ”表示 数量 积 . 
证 明 采用 局 部 化 技术 ， 不 妨 假 定 M 为 连续 L ФЬ He 
A(S, M), V1 < i,j < а, & 
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(H°); = (H Yilunas (H -15(6y<n) 


MJ H" = ((H"):) 为 d x d рая, Н 


£ 
lim f EHO, H™ — Г? ds = 0 (3 — 52) 


t 
W, (p 2 / H" .dM, (3 — 53) 
ñ 
则 Wa є 972, 而 


£ 
wi, Wih = f (Н"Фн”*у; ds (3 — 54) 


t 
W, = f нам, (3 一 55) 
ü 


则 
ЕИ) — WOI 


t 
= Ef (H° — нгуФ(Н" — H71)" ds — 0 
0 


于 是 Walt) 25 W), 而 由 (3 — 54) 式 得 到 [Wi, Wile = dut, 所 
以 W, а H Brownian 运动 ， 而 


{ і É 
Ü 0 0 
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其 中 
буу, У maxi; Hg ho < n 


(T(t,w) = | 0 д 


在 (3 — 56) APA n — ос, 则 得 
t 
/ H, dW, = M, 
Ü 


口 
这 个 定理 中 要 求 找到 一 个 Brownian 运动 ， 使 得 连续 局 部 熟 
M 表示 为 随机 积分 ， 我 们 称 之 为 Brownian 运动 的 缂 表示 性 ， 而 
定理 6.14 则 是 强 表示 性 , 那里 事先 给 定 Brownian 运动 B, 于 是 要 
求 连续 局 部 款 必 须 关 于 ZË 适应 可 测 . 
在 应 用 中 H 常常 是 m x d R, AMAI (3 — 49) 式 不 满 
Е, ЖЖЖИ ERa. 
3.25 定 理 设 概率 空间 (О, Z, (F) Р) АЈА, M 为 
d EERE, Мо = 0, HFE m x d EHRE H = (H;) є 
Сү (S), 使 得 
det[H (ty) Z 0, а... {3 一 57) 


ГД В 
1 ` š 
[M:, МЛ, = f Bi(s)ds as Lij < 4) (3 — 58) 
Ü 


这 里 更 = НН“, 则 存在 (0 大 (Z). P) 及 其 上 的 d ЯЕ Brownian 
运动 W, 
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t 
M, = f H, dW, a.s. € Rẹ (3 — 59) 
心 
这 里 - 表示 数量 积 . 
定理 的 证 明 可 参考 文献 外 由 .16.4, 下 面 只 叙述 概率 空间 拓 广 


的 概念 

3.26 定 义 ” 称 概率 空间 (О, Z (F), Р) 为 概率 空间 (Q, Z, (Z,), P) 
的 拓 广 ， 是 指 存在 映射 

r: 0 

为 FIFIN, BRE 

(1), D r HF Yt € Ry; 

(2) P = Рот-!; 

(3)усє LSN, J.P) t € R., # 


E (Elma) |F) = Е(17) (7) ав.Р 


Жєн É 表示 关于 P 658838. 

如 果 存 在 两 个 带 o 代数 流 的 概率 空间 (Q, F, (FA) P) 以 及 
(OF FOPO S Ü = Q x (£, F = Fx F: P = P x P', Z, = 
Z, x Fi, 则 可 验证 (0, Z, (Fe), P) 为 (R, Z, (Fi), P) 的 拓 广 . ПН, 
# r 为 (五 ) ВЕЕТ, ШН F) = т(лш) 定义 的 Z А (F) Йи. Ж 
M 为 (Z) Ж, ПН М0) ŠSM,(zG) 定义 的 过 程 M 为 (2,) В. 
若 M,N 为 (五 ) ЖЕ БИЕ, B| M,A 为 (Z) ЖЕЕ ЛЫЙ, Н. 
Yt € Ry, 

[M., N], (G) = [M, М] (тё). 


这 些 事实 均 可 直接 由 拓 广 的 定义 得 担 . 
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83.5 ”局 部 时 与 Tanaka 公式 


Io 公式 要 求 函数 f e С?, 但 在 许多 应 用 问题 中 往往 要 考虑 
并 不 光滑 的 函数 ， 如 考虑 在 原点 具 反 射 壁 的 一 维 Brownian 运动 
We 为 了 应 用 to 公式 ， 我 们 需 对 f(z) = |z], 考虑 df (W) 一 个 
很 自然 的 想法 是 利用 广义 导数 的 概念 推广 По 公式 . 

广义 导数 的 概念 与 性 厦 可 参考 文献 [8], 下 面 是 它 的 简 述 . 

设 OF(R) у R ЕА ЖЭЭКЕ ЕНГА ра. JS 
Р Се (R) BJ— Е Р 


_ |ехр(( 5 – 1) 1), |z| < 1, 
f(x) = b 


|z] 2 1, 


Ж 12| = (жить) = (Din 29). 对 于 Jaf € CP (T), 我 
хе 0 HRA: f — f <= "wR T E ХЕШ Ж 
ЖК, ША fn 以 及 它 的 各 阶 导数 均 在 К Ежа у E 
其 各 阶 导数 . СОЕ) 贼 以 与 此 收敛 性 相 点 的 拓扑 ， 构 成 一 个 线性 
拓扑 空间 D(R). 定义 在 D(R) 上 的 连续 线性 省 函 ， 称 为 是 AE 
к. гну iki 3 D" (R). 

例 1 i / 22 R E 局 部 可 积 孙 数 ， 即 在 任 一 有 限 区 间 上 
Lebe-sgue 可 积 ， 令 


Ту(д) Š 上 f(a)é(z) dz, $ € D(R) 


则 Ty є DR). НИЕТКЕ ЖОКТА EEA Жн 
ЖҮ. 
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2 u R ЕШ] Radon 测度 ( 即 在 任 一 有 界 Bore 集 上 
RAR., = 


Т„(д) Ê Í. ó(z)u(dz), $ € D(R) 


HJ T. E€ DR). 因此 ， 每 个 Radon 测度 都 可 以 看 作 是 一 个 广 闵 函 
数 . 特别 如 取 e 为 集中 于 原 上 后 的 单 点 测度 ， 其 值 为 1, 则 它 也 是 广 
Хра, Е ó ВЕЖ. 

称 两 个 广义 函数 Ту, Т, 相等， 是 指 Уф Є РА), 有 Trig) = 
То(ф). EHER AN f(z) = g(z) а.е.. 在 这 样 的 观点 下 ， 局 
部 可 积 函 数 等 同 于 以 它 为 密度 呵 数 的 Radon WE. 

ЗГ ЖР К T c D*(R), W 


S(é) Š —T(@#) (3 — 60) 


№ DIR) СИЗЕ 2 РЕ, НИНГ, RIRE 
ХГУ ТОНГ Ў, io T'. PIPER, $ 


Тф) = (—1)°Т(ф"), Yn € No,ó € D(R) (3— 61) 


AF ХЕТ ËJ n Г ЖЕ. 由 此 可 知 任 一 广义 项 数 其 任意 阶 
的 广义 导数 .我 们 要 指出 上 述 广义 导数 的 概念 是 通常 导数 概念 的 
ЖГ. REE, ШИ f 连续 可 微 ， 则 由 分 部 积分 ， 


Т'(ф) = —Ty(e#') = — 上 0) (z)dz 
= f'(z)e(z)dz = Tp (6) 


这 表明 ， 如 果 f AEAEE, ЖУ ERA AA 
Кот, 时 的 广义 导数 就 是 产 所 指 的 广义 函数 ， 
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例 3 j f 2 R Бр, W 了 连续 ， 因 而 局 部 可 积 ， 可 以 
ире We АЕ D fu) KEAR D РОР) P£ E, азыл. 
开 一 个 可 数 集 外 ， 左 右 导 数 相等 ， 即 通常 意义 下 的 导数 存在 ， 如 
果 令 

f'a) = 5 [D f(s) + реа) (3 — 62) 
则 /'(z) ЭВ, HA 


P 
КЫ re) = | fedr 


由 分 部 积分 公式 ， Ve € D(R), 
THO) = T = | а)ба) 
=- | f(s) ds 
F 
= | аа) ауа) = Tar (0) 
其 中 df' нра 产 产 生 的 Lebesgue-Stieltjies 测度 . 因此 T; = 
Тар. 
例如 ， f(z) = || 作为 一 凸 函 数 ， 出 (3—62) 式 ， 其 一 阶 的 广 
义 导 数 为 | 0 
fz) =sgn(z)2 4 0, z=0 
—-1, x= <Ü 
其 二 阶 广义 导数 为 由 sgnfz) 产生 的 工 -3 AR, БЕН ЕДИН. ` 


点 测度 ， 也 即 广 义 通 26. 
“参考 文献 [121 
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— Н, рр (2) = eal ВГ Ж УУ sen(z — a), m 
СИГ ЯФ 
її =n 


2, 
2д„(т) = 
| 0, A 


现在 讨论 对 一 般 凸 函数 的 Tto 公式 
3.27 定 理 设 X PESER, X= Xo + M +V 为 其 典型 分 
©, SABBA, / Š (р-у + р* у), 则 у(х) зева, Н 


存在 唯一 连续 增 过 程 D 使 得 Yi e R, 有 
f 
Кх) = f(Xo) + / У(Х.) + U, (3 — 63) 
WA G m = infft ; Xl > n), 利用 停 时 技术 不 妨 假定 X 
жт. & 
сехр{—(1—х2)-1}, |8] <1 
plz] = 


F]. 2 1 


1 
其 中 c 为 常数 ， 使 得 f р(х) dz = Lyn € №, $ 


pn (z) Š пр(ља) 


ДЇ pw € D(R) ЗЕ ВВА, RERA = | , 且 / pa (z)dz = 1. 


记 
falt) Š (f # pa)(z) = f ураа — y)dy 


= Í f(z — у)рь()ду (3 — 64) 
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BA, f. AOAR, fa 8 C>° (BR), B4 n — 0 Н], 


If. (z) — f(z)| < / fz у) — f(z)|pa (у) dy 


(1&1/) 
< sup |f(z 0) f(z)| — 0 
|а| Eln 


于 是 f 在 有 限 区 间 上 一 致 收 化 于 f. 对 (3 - 64) 式 求 微分 ， 得 
fL (z) = 上 F(z — pn(y)dy 
= f Г',(бу)р„(® — y)dy 
F 


CRR S BU SPS 六 定义 为 左右 导数 的 平均 值 ， pn ARAR, й 


|f (z) Fi | 
© уретра (= — 3) — Fæ) —+Ü Yr E R ` 


对 fa 应 用 lo R, vte R, A 


t 
Fal X) = Хо) + f (хах, 


1 í t | 
+5 | HO) ам), (3 — 65) 


记 右 边 最 后 一 项 为 UP B f, fF > 0, Wk (0090) 为 连续 增 过 
程 . 由 假定 区 有 界 ,而 ERAT Fu 故 [FL (XY) 一 致 有 界 . 因此 ， 


随机 积分 / F(X) dX = f XY dM + f ODAV REREH 
限 区 间 上 一 致 收 和 于 Í AOX = [хам + J uyay. 
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这 样 UU) 也 依 概 率 在 有 限 区 间 上 一 致 收 仇 于 某 过 程 U, 显然 U 
为 连续 增 过 程 . 口 

3.28 定 理 考虑 凸 函 数 f.(z) = |z — al,a € Р, 则 有 连续 增 过 
程 L* = (Let € Ну}, 使 得 下 面 的 Tanaka 公式 成 立 : 


t 
|X; — al = | Xo — ај +f sgn( X, — a)dX, + LF (3 — 66) 
0 


并 称 这 里 的 连续 增 过 程 La 为 X ZE a BJ S SBT. 
特别 当 X = W 为 Brownian 运动 ， 则 有 


+ 
IW, — al = [Wç — a| + / sgn(W;, — a) dW 
D 


t 
+ / ó, (Wy ds (3 — 67) 
0 
其 最 后 一 项 
а 5+. 1 f! 
L? = li.m jaz Í Ka-eape) (Ив) ds 
дє ü 


= Lima Z= е < fp 中 :Pete-ea+ej (3-868) 


称 为 是 Brownian 运动 在 a 点 的 局 部 时 ， 即 Brownian 运动 的 轨道 
TE t PARTE а 点 邻 域 这 留 时 间 的 密度 . 
可 以 证 明 


3.29 命 题 5 Х ЕЗЕК, го 为 XX 在 a 处 的 局 部 时 ， 则 


有 


š 
1 
| (X, — а)? = (Хо 一 а}? + | ra col (Х„}аХ, + > Lt (3 — 69) 


TE Те тта TP л улу. == 
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£ 
_ 1 
(X, а)- = (Xo — ay” — / Te-a) (Xs) dX, +12 (3-70) 
心 


如 果 X 为 有 健 变 差 过 程 ， 则 因为 [М] = 0, 故 局 部 时 为 0. 

3.30 定 理 设 工 为 连续 半 加 ， 由 局 部 时 L? 产生 的 Lebesgue- 
Stieltjie 测度 dL2{w) 只 在 集合 (1: X (Q) = a) ЕЖ. 

ШЕН ” 往 证 对 每 个 了 > 0,dLI?(w) 在 集合 (t < Т: Xw) Z n) 
上 无 全 荷 . 设 停 时 or Е: O < o < + < T, ШН (о,т) C {(%ш): 
Х({Ф ш) < ay. B D K. X HERH, ТЕ (3 — 69) 式 中 分 别 以 +, G 
代替 +, 然后 相 减 得 

(X, a)" — (X, — a)? 


= j Гао) [X | )d X, + (тё — L?) 


因为 在 [7,0] E, X < a, 故 上 式 左边 及 右边 第 一 项 为 0, 所 以 
Fe = ГӘ. 


对 任意 的 有 理 数 re Q n [0,Т], Ф or 全 rlx sap Tr Š inf{t > 

dr: Xr ®а}^А T, W (orno С IX < al, fü 
UJ (07) = (t < T : X(t,w) < a) 
TENMOT] 

故 对 as w 500) 在 {+<Т:Х(Ф%ш) < о} 上 无 负荷 ， 同 理 可 证 
TE (t < T : ХО, о) > a) 上 无 负荷 . o 

现在 将 Ito 公式 推广 到 f 为 凸 函 数 情 形 . 

3.31 定 理 设 X 为 一 维 连续 半 鞍 ， /为 两 个 凸 函 数 之 差 ， 
f= 500-7 +р+ у), 9 f KAT ЫЙ (BB 及 上 的 Radon W 
度 ) MH 
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1) FE P x B(R) TMAS Lew), {# Va € RL HX Ea 
点 的 局 部 时 ; 
2) Vt € Н, 有 


Кх) = (Xo) + + хах, +2 J) Ef шда) (3-71) 


证 明 у 为 线性 函数 时 ， 由 通常 的 Ito 公式 ， (3 — 70) K. 
成 立 ， 此 时 y = 0. 现 假定 и 为 非 仙 有 界 测度 ， 令 


gfz) = J |z — a| (да) (3—72) 
WRA AIRA 


Т;(Ф) = T4") = | gao” (а) аг 


= 5 Í (f le- alg" а) да) 
= — f | J senlle – oo (а) аг) иаа) 


— 上 ф(а)и(да) = Talg), $ є D(R) 


注意 到 f 之 二 阶 广义 导数 为 н.к 了 一 9 之 二 阶 导 数 为 0, 两 者 只 


营 一 个 线性 函数 ， 而 对 于 线性 函数 (3—71) 式 是 成 立 的 ， 所 以 只 


要 对 g(r) 证 明 本 定理 . 


g(r) = 上 sgn(z — a)p(da) (3 — 73) 


Ф 


Z, Š g(X,) — (Хо), 


Ze Š |X, а — |Xo -ala € R,t € Ry 


НХ ВЕЕ, ТЕРУ (wta) 的 函数 Zew) 是 P x B(R) 可 测 ， 
RE (3 一 72) 式 ， 有 


Z = F 2р ида), t Є кү (3 一 74) 
R 


al> 


Hf (w) È sgn( Xito) —a) 


EEP x REING, Нн и 的 有 界 性 可 知 
Heu) Sf несш) 
R 


为 有 界 可 料 过 程 ， 由 (3—73) 式 可 知 


НР = 29 (Xi) (3 — 75) 


а © d 
Y; 2 | Нах, 
WEA P x B(R) пй, Н. 


Ё 
vz Š | угиаа) = Í нрах, (3 — 76) 





ra 2 ze ya = |X; — a| — |Xç — a| 
t 
-| sgn{Xt — a) dX, 
0 
由 Tanaka 公式 知 上? 为 X ТЕ a 点 的 局 部 时 , АЕ (w, ба) ËJ PER 


Ж, CX P x B(R) 可 测 ， 而 册 (3 一 74) 式 ，{3 一 75) 式 ，(3 一 76) 
式 得 到 


f utqa) = f сша) – Í Уёщда) = 2Z,— v 
Ё 
= 2/(Х,) — 2f(X0) — 2 / FX) ax, 
0 
(3 — 71) RINE. 
对 于 一 般 的 凸 函 数 了 及 me N, 5 


т) + DT f(n)(z п), z > n, 
fala) Ê + (а), —n < > < n, 


п) + D Í f(—n)(z# +n) “x< — 


W f, AAR, HZH EIRA pa (da) = Haa) (a)n(da) 为 
非 负 有 界 测度 ， 令 


Ta Š inff(t : |X,| > n) 


则 在 上 ,my 上 有 fa (X) = f(X), 而 由 定理 3.30, 4 a g j-n, п) 时， 
Le = 0), 因此 当 f < Ta 时 有 


J зда) = f теша) 


Керти конница ` Taaa алуаи э.б hang „<от 
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可 见 (8 — 70) 式 在 每 个 随机 区 间 [О,т„) 成 立 ， 而 z, Too, 定理 得 
ШЕ. = 

3.32 推 论 5 M eME, 1° 为 a 点 局 部 时 ，g 为 有 界 Borel 
可 测 蓝 数 ， 则 vt E Ry, 有 


f Legla) da = f в(м.) d[M], (3 — 77) 
н 0 

证 明 ”将 (3 — 71) 式 与 Ito 公式 比较 ， 可 知 当 凸 函 数 f Є 
CLR), 


L 
f tadas f FM dM 
R Ü 


HERRE, пр 9 Я Borel nW AR. o 
特别 ， 取 (=) = Is(z), B 为 Borel 集 ， 则 得 


[мча = [ In [(M.,)d[M,| 


对 于 Brownian 运动 W, 则 上 式 成 为 


7 
f шаа= | Ів (И, }аз 
В D 


正 表 明 Brownian 运动 局 部 时 就 是 Brownian 运动 轨道 在 集合 号 上 
有 逗留 的 密度 . 

Brownian 运动 局 部 时 有 许多 有 用 的 性 质 ， 例 如 它 关 于 (а) 
二 元 连续 ， 且 (Lz:a € R) 为 一 以 а 为 时 间 参 数 的 马 氏 过 程 (DL 
文献 [14]). 应 用 局 部 时 研究 共有 肥 寺 壁 的 Brownian 运动 可 参考 
СЕК [5]. 





Te din 


一 一 ешм. 


- кортами = 
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习题 与 问题 二 
3.1 利用 Ito 公式 证 明 X, = exp{ В, — t/2) 满足 下 面 的 方程 


t 
X, = t+ Í X,dB, 
о 


其 中 B 为 Brownian 运动 . 

3.2 8 X 5 4 Brownian т=з], ҖЕ d x d ЗЕ ЕЕН Н] Б} 
过 程 , М, = [аам E R,, ЦЕН Af 35 d 5: Brownian 运动 . 

Ф 

3.3 8 B X d ҖЕ Brownian 运动 ，r 为 有 限 停 时 ， 今 В = 
Bryt -B,, Z, = rit 则 (Bi, Fet € FL 为 d HÈ Brownian 运动 ， 
HM Z =Z 独立 ， (此 即 Brownian 运动 的 强 马 氏 性 . ) 

3.4 试 证 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ， З{#—1] p > 0, # 
在 常数 Съ, Dp, {E 


Се |[M 22] < EMI] < Р, мр] 
对 一 切 M EDE, 及 停 时 т 成 立 . 


3.5 参考 文献 由 定理 14.9, 研究 随机 积分 中 时 间 的 变换 ， 
3.6 证 明 在 定理 3.10 的 条 件 下 ， 若 存在 4 > 0, 使 得 


зир, ст Ёехр(8Н) < co, ` 


WU Е(2т(Н)) = 1. 
3.7 参考 文献 [2]6.4 证 明定 理 3.13. 
3.8 在 定理 3.12 rh, Novikov 条 件 可 用 


五 (ем; f Н (э) dB,] < 00 


Lr w sara 


LARSA ge бе ч," Аш АА үре” ый ЧГ ра a. L. 


amay тч 
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来 代替 ( 见 文 献 [13]). 

3.9 用 Ito 会 式 证 明 下 面 过 程 是 加 : 

1) X, = е? сов Бу; 

2) Х, = (B; + t) exp(— В, — t/2). 

3.10 设 dX, = a(t, wdi + эй, ш)аВ, 为 В" 上 的 Io М, 
vt > 0, WW E 


Ef [1(в,ш)| ds + ef jov (в), w| ds < oo 
ШЖ X, ЖУР Ф, M at, ш) = 0, Y(t, w) € [0, оо) x О-а.з.. 


ET: 往 证 E (f alr, wari FE) = 0, Yt 2 s, 关于 + 微分 ， 


TEE Е [at w УР] = 0,М# > s, 令 s+t. 
3.11 设 3.10 中 ,b = l,a ER, Z Y, = X,M,, 其 中 


M, = exp (- / | a(s,.) dB, — га? (з, ш) ds) 


其 中 (Be Fe) 为 Brownian iam, Ш Y, 是 Z, Йй. 
3.12 对 实数 n.b 4 


T; —infíy 2 0: #t+ B, = b),inf & = 0 


其 中 (Bi) 为 标准 Brownian 运动 , 用 Girsanov 定理 证 朋 ; Ya,t > 0, 
有 


E (е^) = g [еол exp (Вг, - тол t) 








第 四 章 ”随机 微分 方程 


541 随机 微分 方程 的 强 解 


正如 我 们 把 随机 微分 看 成 是 随机 积分 的 另 一 种 表达 ， 这 里 所 
讨论 的 随机 微分 方程 其 实 是 随机 积分 方程 的 咽 一 种 表达 . 我们 有限 
+ t < T, 其 中 了 HAREA. i (Q, F, P, (7), < ТОЙДЫН 
ЖЕНЕ. 

记 CT 为 定义 在 [0,Т) 上 m т, BT 为 由 CT 
中 柱 集 生成 的 ao 代数， В = g(x EC :zs < 0). 

今后 我 们 对 тє А", у= (ты) € М", 1р2 


m т d 
al? = Уа, 1 = (7) = УУ 
ї=] 


i=L j=l 
随机 积分 方程 最 一 般 的 形式 是 ， 
хеп [а X)ds+ f ols, Х)вв, (4 — la) 
其 中 B 为 4 维 的 (Fi) Brownian 运动 ， 其 各 分 量 相 互 独立 ， 而 
a: R, x R” — В" 
为 (B ,) EA a RZA, 


b: R, x В" Mmd 


Tx ipapa “з, лт = Px L: a Sa. — u= "uru ayaqku” Separar LET war—r——a гыла игн e “тї anga г La тту Ep 'F =a p. aTM 


aream. BA „тыр ди ачалы ру др дир P= P.S re тыш" ла чь 
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为 Bore 可 测 上 映射， 其 中 Met 为 m x d 矩阵 全 体 ， 满足 : 
Vš, f |а(8, 2)| аз < со, [ Б? (в, ж) ds < оо. 


为 叙述 方便 ， 我 们 分 别 记 a € Cloc,b E€ Le- 

如 果 对 每 个 s.a(s,z),b(s,z) 只 依赖 于 轨道 在 s 时 的 值 ， 此 时 
а,Ь 就 是 定义 在 R, x Rm 上 的 Bore 可 测 医 数 ， 则 称 下 述 随 机 积 
分 方程 是 Markov WJ, 


t t 
X, = n + / a(s, X,) ds + / bis, Xa dB, (4 — 2a) 
0 Ü 


对 于 给 是 的 概率 空间 (Q, F, P, (7), 以 及 Brownian iż) B = 
(B,,Z,),t < Т, 如 果 存 在 随机 过 程 (X,,Z,) 满足 方程 (4 — Та) 或 
(4 – 2а), 则 称 它 为 方程 (4 — 1а) 或 (4 — 2а) 的 强 解 ， 强 解 的 唯一 
性 是 指 两 个 解 过 程 无 区 别 . 

如 对 方程 (4 一 1a) (4— 2а), 能 构造 概率 空间 (О, Z, P, (7,)), 
和 Brownian 运动 В = (Bi), 以 及 连续 过 程 瑟 = (Xp 使 得 (4 一 1a) 
或 (4— 2а) R, MEA P(Xo < z) = P(n < z), ШЕ 三 为 方程 
(4— la) 或 (4— 2а) 的 И , 5Я РЕЛЕ TER TR И P Wa АН 
相同 的 分 布 ， 

我 们 认定 ， 随 机 积分 方程 (4 一 1а) 与 随机 微分 方程 


| dX, = a(t, X) dt + b(t, X) dB,, (4— 1b) 
Хо = 9 
是 等 价 的， 随机 积分 方程 (4 一 2а) 与 随机 微分 方程 

(4 — 2b) 


ах; = a(t, Х,) а + b(t, X) аВ,, 
Xo — TJ | 
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ESHA, AE ne Zo. 也 即 随机 微分 方程 的 强 解 或 弱 解 就 是 相 
应 的 随机 积分 方程 的 强 解 或 险 解 ， 

关于 强 解 存 在 、 唯 一 性 我 们 有 下 面 的 定理 . 

4.1 定 理 如果 4a 与 5 满足 关于 z 的 一 致 Lipschtiz ЖЇР: 


la(t,z) — a(t,z)] + bt z) — bit dll < Lle — yl (4—3) 
以 及 关于 z 的 线性 增长 条 件 ， 
[а(#,2)| + ||b(#,z)|| < L(1 + lel) (4—4) 


其 中 т,ує R"m, 工 为 常数 ， 则 随机 微分 方程 (4 — 2b) 有 唯一 的 强 
解 ， 它 关于 FP? = c(n Bas < t) TA. 而 且 当 ЕР < оо В, 
Е ворот Хг? < co. 如 果 ， 对 某 个 k, En < оо, Й 


E|X?E| < (1 + Epee (4 — 5) 
E[supa ez Xel} £ CU + E 2%) (4 — б) 


APEA C. C* RKF L,T,k. 
为 简单 起 见 ， 下 面 对 于 m = 工 情形 给 出 定理 的 证 明 . 
解 的 唯一 性 证 明 用 到 Growall 型 不 等 式 : 
4.25| 理 设 连 续 函 数 9( 满足 


In 
O< g(t) <а() +8 / g(s)ds, 0 <:<Tj,ae. 
ü 
其 中 e(t) 可 积 ， A > 0, w 


git) < о(Ф) + в Í else ds, а.е. 
о: 
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Ё 
证 明 iE Ze = f g(s)ds, h(t) = g(t) — a(t) — 8Z(t) < 0, 则 


4Z(t) 


m = 9(t) = h(t) + a(t) + 82(8), Z(0) = 0 


ЗЕР y Fe pJ Wa 


Zrb = / (Мв) + о{в))еб@—® ds < f (вде -ds 


9(t) < a(t) +827(@) < «(+8 f | а(з)е?( "ds 
Ü 


П 
强 解 唯一 性 的 证 明 (一 维 情形 ) : 设 X, X 为 (4-2b) 式 的 两 个 
解 ， 则 有 


t 
X, — X, = / als, Xs] — als, X, )ds 
0 
£ a=" 
+ / b{s, Xs.) — bis, Х„)аВ, 
0 


利用 Holder 不 等 式 ， Но № Lipschitz 茶 件 可 得 
ЕХ, — Х|? 


z РЕ 
< гЕ| | (a(s, Xa) — als, Х,))аз|? 
Ü 
t РЕ 
+281 Í (М, Ху) — М», ŽAB 
D 


š 
< 2L2(1 +ту/ E |X, — Xl ds 
Ü 


由 Growall 不 等 式 得 


Б\Х,— Xt =0, O<: < T 


BF X 5 X ERY. 
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强 解 的 存在 性 则 可 利用 逐次 通 近 法 或 不 动 点 原理 得 到 ， 令 


=n 


t £ 
ү = n+ f a(s, Yp }ds + f b(s, Y; )аВ» 
ü f 
邮 由 Lipshitz 条 件 ， 
£ 
ЕР! —УД? < 2050151) Í ЕУ -Yds 
ü 


而 由 线性 增长 条 件 


Е|Ү, — YPY < (2120 + 2L2DG + E fn?) < At 


(**) 


(4-7) 


(4—8) 


ДН А = 212Т(1+Т)}(1+ Ehl). h (2—7) R. (4-8), 可 


归纳 地 证 明 


(Att! 
(k + 1)! 





g|VFT1 _ Үк? < 


T Н. 


T 
k 2 
Ef (YF (t}) dt < co 


(4 — 9) 


(4 — 10) 


". WOT лыми ттд а еар рез гв А сања N 
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由 (+) 式 ， 以 及 (4-3). (4—4) 式 可 得 到 
k+1 т 
Е ворует |Y ҮЗ? < элт | Е|ҮХ — Y*-l [2ds 
} 


Ё 
tar? | k — ҮЛ !{?аз 


(АТ)* ° 


Кыш: 





这 里 C = 27272 + а12Т, 因此 赴 岗 的 极 大 不 等 式 及 切 贝 雪夫 不 等 
式 ， 


k 
P (зросся |! __ | > ж) < жо) 





由 Borel-Cattelli 引 理 
1 
P виросест | уж gio} =0 


于 是 ， 对 几乎 所 有 的 w, 存在 正 整数 ko = klw), 使 得 


зироат | — Yel < =, E> ko. 
这 表明 部 分 和 


т — 1 
Y (w) = Үш) + У (У) — уку) 
к= 0 


ТЕ 10,7] 上 对 a.s.w — ина. < 


X, = lim үя 
TL Ex 








i g еЗ Y= “шыр ie habra um ~ EN 
Ба. 8 | 


лана rd 


= “мз, (a 


= эь». 
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MERAH X, 也 是 a.s. 连续 ， 而 由 Y 的 适应 性 ， 可 得 X; € Fe 
xf m > n > 0,t < T, h 


Tr.—1 


Ye „һер < s ЙК Үр 


к=п 


рә.) 
¿5+1 


+ š 


Ë—rL 


a T 
于 是 ҮЛ 5 Xa НЕ | X? dt < оо. 
ü 


ДЕШЕ 忒 满足 随机 微分 方程 (4 — 2а). 由 
Ё ў 
ү! =n+ | а(в, Yh ds + f b(s, YE) dB, 
利用 Lipschitz 条 件 及 Fatou 引 理 以 及 (4-11) Ñ, 
T T 
Е | |X. YPP àt < lim E f ул — Y" dt — 0 
而 由 Но 同 构 ， 
Í | bls, Yn)dB, 2 / | b(a, X.) dB, 
Ü D 
以 及 Hoder 不 等 式 得 到 
t А { 
f ayna 2, | als, Х,} 8 
0 б 


经 上 得 
t t 
X,=n+ | als, X.) da + f bis, Xa) dB, 
0 0 
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由 于 
t 
ЕТ? < ЗЕ(?) + 3E| Í als, Y$) as 
D 
t 
+зв\ f bls, Yf )d B]? 
ü 
t 
< CU + Е) + с | Е|Ү*(? аз 
ü 
这 里 C 只 依赖 于 L. T 等 常数 ， 于 是 由 归纳 法 可 得 
{2 
Ејүк+ір < |С С? + С8-. 


k+1 
a É 


+u LO n|G + ЕМ?) 





因此 
E|V 12 < ca + Е2)ес“ 


由 Fatou 5188, 1921] 
E|X,|?2 < C(1 + Eln je < оо 


对 Fir) = z?“ 应 用 to 公式 ， 可 证 (4—5) A. (4—6) 式 留 给 读 
ж. 
Г 

4.3 注 ”如果 方 程 (4 — 2b) 的 系数 а,Ь 满足 所 谓 的 局 部 Lips- 
chitz ЖЇР, 即 对 常数 入 以 及 |z| < N, fyl < N, FERS L = L(N), 
使 得 (4 一 3) 式 成 立 ， 则 (4 — 2b) 仍然 有 唯一 的 解 

证 明 的 方法 是 利用 停 时 技术 ， 令 T= mfít : виросест Xil 2 
N}, 并 设 XË = Хт. ЖЫ XA 证 明 结 果 ， 再 考虑 极限 手续 . 
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4 m = d = 1 f}, А-КЕ E 
qX, = a( X, )dš + b( Xp dB, Хо = 7] (4 一 12} 


Yamada 和 Watanabe 给 出 比 Lipschitz 条 件 较 苦 的 唯一 性 条 件 ( u, 


文献 [15j)- ¿ 
4,4 定 理 ëE m = d= 1, Alx) b) AF, MH: 


(1) 存在 R. 上 严格 增 函 数 p, 满足 p(0) = 0,Ve > 0, 


f p (u) du = оо, 
{0,є) 


15 Yr, y € R, 有 


(Bz) — biy) < pie — yl) 


(2) 存在 R, ERRAR y, 满足 y(0) = 0 É Ve > 0, 


/ y! (u) du = оо, 
(0,е) 


WE Vz,y € RA 


la{z) — а(у)] < т — yD 


则 (4 一 12) 式 的 解 具有 轨道 唯一 性 . 

薄 机 微分 方程 的 求解 是 一 件 困 难 的 事 , 文献 [10] 给 出 线性 随机 
微分 方程 , 也 即 当 a(t, Xe) = ao (t) +a(t)X,,b(z, X,) = 5(у-+ тух, 
时 的 解法 ,其 中 ao(t).a(t),bo (t), 50) ЭЗЕЛ НГ РЕК, 也 即 关 于 
B([0, T|) пу ва 1. EREL AA AD 我 们 记 AG) є, Д2 
分 别 表 示 AH), AE) 在 [0, T] 上 可 积 ， 
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4.52298 19 Lebesgue 可 济 函 数 М(-) є 12, 则 随机 微分 方程 
dX, = b()X,dB,, X. =n 
存在 唯一 的 强 解 
X: = nexp 1 f b2(s)ds + f bs)dB, | (4 一 13) 
Ü D 
证 明 ” 解 的 唯一 性 等 价 于 证 明 
£ 
2, = f Zb(s)dB, 

НАЗ. УНЕ, Ж Т = 1. 4 


Xx? = x{w : SUP. <ç: Z SN} 


出 
t 2 
ЕХ Z? = Ex" | f «Ущз)ав, | 
Ü 


t 2 
< Е) f ҮМ os) Zod B, | 
ü 


і 
< f b° (s) Ey" ZN ds 
0 


由 Growall 型 不 等 式 则 得 
ЕХ Z? = 0,a.e. (4 — 14) 
于 是 


< P(xr ZË > 0) + P(sup,a, 22 > N), a.e.t < T 


ee 
$ 
3 
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由 (4-14) 式 以 及 Z, 的 连续 性 ， 得 

Plw : SUDnetel 2, | > 0) = Ü 
可 见解 是 唯一 的 . АЖ X, = fl, Z) 形式 的 解 ， 其 中 f(t,z) 在 
[0,Т]| xR 上 定义 ， 且 具 连 续 偏 导数 fi, fl. f. f e 0, ЖАЙ 


Z, = a(t)dt + b(t)dBi, 20 = 0 


Jeri a(t), 500) Z 0 适应 可 测 , 满足 / labldt < оо, / BG) Pat < 
oo.a.5. 由 Io 公式 


| fi + FAG) +57560) = 0, 
РУ) = b(t) f 


MAA f(t,z) = с(ф)е%Ч# 


其 中 g(t) = b(t) /b(t). 代入 第 一 式 ， 得 到 
| o(t)g' (t) = 0, 


e (t) + elt) COG + T0] = 0 


于 是 g(t) = 9g{ 随 机 变 景 ) ， 而 
e(t) = техр |- / дав) + z0 (дв } 


从 而 得 到 解 | | 
Х‹ = 62) =ne- Í (a) в + f bs) ABe} 


Ape ы б Tak A A Ta МЫ A 
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用 同样 的 方法 我 们 得 到 


dX, = alt X, dt + bit) dE, Хо = ? 


T T 
(其 中 f дё < oo, f (ағ < oo a.s.) 的 唯一 强 解 


X, = = Í Í ада») . 
Ü + ГА b(s) exp |- Í a(u)du aB} (4 — 15) 


下 面 的 随机 微分 方程 在 金融 数学 中 将 遇 到 . 
4.6 定 理 设 Lebesgue К] A а(-) Є Llb) € 12, ШУК 
随机 微分 方程 


dX, = X,(a(t)dt + (dB), Хо =m (4 — 16) 

存在 唯一 的 强 解 
X, = nexp Í Í лас) 一 = (s)lds 十 [ b(s) ав, \ (4 — 17) 
4.7 定 理 设 Lebesgue Н} РИ aol), al) € 17, bC) є L2, 


Mr 
d X; = (ao(t) 十 A1 (t) X, )dt + ав, Хо = 7) 


的 唯一 强 解 


t 
X, = edo mosina f aglaje Jo aftjdtrr] as 
Ü 


і 
+ | ђе fo а. (а)ба їз, (4 — 18) 
9 





ЧРИ ЧР 
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特别 当 上 述 定理 中 ao (t) = 0,000) = —A,b(t) = c HF, RA 
Langevin 方程 ， 它 的 解 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 速度 过 程 . 它 描 
终了 粒子 在 液体 介质 的 运动 速度 ， 其 中 8 = бттл/т,т 为 粒子 半 
£, n 为 粘 半 系数 ，mm 为 粒子 质量 ， -8X dt Н IAR 
生 的 阻力 .而 cdB, 表示 液体 分 子 磁 撞 作用 力 ，o = V28KT/m 
这 里 ， K 为 Boltzmann 系数 ， 工 为 绝对 温度 ， 

对 于 向 其 随机 微分 方程 

dX; = (Ao(t) + А.(9)Х,)8 + BCHdB: Xo =n (4-19 
其 中 AoA 为 m x 1 ЗЕН УШТЫ РЕ, B A m x d 非 随 机 . 


可 测 矩 阵 函 数 ， 每 个 分 量 分 别 as， 一 次 或 二 次 可 积 ， 呈 为 了 维 
Brownian 运动 ， 崔 一 的 强 解 


Ё 
X, = ей seed + f Aols)e E наа 
0 


t 
+ f B{sjef A tudu ав, (4 — 20) 
Ü 


定理 4.3 给 出 的 解法 还 可 解 某 些 非 线性 的 方程 . 
4.8 定 理 随机 微分 方程 性 - 2b) 可 用 上 述 “ 分 离 法 ”求解 
的 充 要 条 件 是 


Ә ӘҢ, х) д | а(ё, х) 1 Ə°b(t,z)]] _ 
az pea |“ Бе ns 








(4—21) 
证 明 ”必要 性 : 按 上 述 方 法 ， FELTER f(t,z), 满足 
д}, Bf Of Pf ay 
Эў Z 0, 92° 812 连续 ， 使 得 X, = f(z, Z), 其 中 Z, 满足 
ал+ 一 alt} dt + b(t) аВ,, Zo = Ü 
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4 
EF'(t.z,2) = f(t, z) — z 
因为 | 
ƏF ðf 
öz = 92? 0 


AITTE F(t, z,e) =0 有 唯一 的 连续 解 > = g(t,z), B 





由 Ito 会 式 ， 我 们 有 





2 
Z a + SAF) = alt, fü, 2), чс 
дг _ 
ЭЛ Б) = М, f(z,2)) 
从 而 有 
д да 109022, O 
3t + эта т) 十 55520 (t) = G (t), 7 _ 23) 
blt, z} = b(t) 
由 此 两 式 分 别 得 到 
Og _ b(t) 
Or br (4 24) 
以 及 
2 
эса + ав) + Hrg, dF =0 (8-25) 


| 











: 
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| 由 (4—24) 式 可 算得 59. 以 及 S, RA (4 一 25) 式 整理 得 
| Б (t) ӘБ, x)/3 Ə [alt,z)] 18b(t, х) 
Wo) а) (ва) 55980) 
| 必要 性 得 证 . 
充分 性 ， 假 定 (4—21) 式 条 件 成 立 ， 我 们 可 令 
› Б _ д%,х)/дЕ Ə [a(t,z) 
| р 21 (t,e) Öz [к] 
; | 2 
f +52062) (4 — 26) 
; $ z = 00.2) 满足 
Ё да bt) 
: Әт Ы, х) (4 – 27) 
і 由 (4 — 27) 式 得 到 
| 3g _ —M(t)Əb(t, r) /Or 
; Oz 52 (2, z) 
| Әд _ 5 (Ob(t,z) — b(D[Əb(t, z) /Ət) 
дд b2(t, zr) 
而 (4 一 26) AH 
8 [8 
元 Е + Ой, z) + 1 T Og pe, z)| = о 
于 是 可 令 
at) = 26 十 下 z) + 1oy (t, z) {4 — 28) 
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再 由 > = gt), Ят Fa 代入 (4 一 27) È, (4—28) 
式 便 得 (4 — 22) 式 、 这 表明 我 们 的 解法 可 行 . D 


542 工 扩 向 过 程 与 解 的 蕊 氏 性 


为 了 狂 述 的 方便 ， 我 们 讨论 一 维 的 情形 ， 称 满足 随机 微分 方 
程 
ах, 一 alt, X: ) d£ + bit, Xz) dE, Ха = 1} (4 一 29) 
的 解 Х = (X) 为 Е ЧЕ, ,其 中 方程 的 系数 a,4 满足 (4 一 2b) 
式 的 条 件 。 上 ИЯ: 


1 2° 
Lif lx} = аб, T + 55 (#, 22-7 


我 们 将 证 明 (4-29) 式 的 解 是 一 个 非 时 齐 马 氏 过 程 ， Lt 就 是 
它 的 无 穷 小 算 子 . 工 扩 散 过 程 也 称 为 Ito 扩散 过 程 . 

4.9 定 理 当 方 程 (4 29) 的 系数 а,Ь 满足 局 部 Lipschitz 条 
件 与 线性 增长 条 件 ， 且 9 与 Bi,t < 独立， 则 它 的 解 是 一 个 马 氏 
过 程 ， 其 (99) 无 穷 小 算 子 


AJ lz) = alt, a) f'e) + PP (t,2) (z) (4 — 30) 


其 中 f є Cü (R). 
ШЕН ”由 随机 积分 的 定义 ， 


t t 
Х 二 + [| а5. х.) + f b(s, Х,)аВ, 
0 0 


t П 
== х, + | а(и, X.)du + f Кз, X. )dBi, 
8 8 
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可 见 X, € ofn, В, — B,,0 < z < u 同 时 由 第 二 式 ， 它 关于 
0(Х,,В.-В,,з Sv Sust) AA. 用 单调 类 方法 可 以 和 证明; 如果 随 
机 变量 £ 关于 由 某 过 程 (Y) 产生 的 o 代数 о(У, 1 < ТУНГ, ШЕ 
在 无 穷 维 的 可 测 函 数 / (ил. ув. ), WE £ = fn (ш), Ya, (ш), (OC 
献 [9] 附 篇 引 理 6 这样 我 们 的 解 X, = /(Х„,Ү (шу), ЖЕН Y = 
(B, (ш), B.. (ш), <), i > s, 0 X, € a(n, B, — B,.0 < u < w < а) 
5 Y 独立 .于 是 由 定理 0.414, 对 4 € B(RB). 


P(X, € A|Z,) = P(f(X,,Y) € A|Z;) 
= P(f(z,Y) € A)|z=x, 
其 中 Fa = с(Х„,т © 8). 将 于 述 的 Fa 换 为 7(Х,) 得 到 相同 的 结 
果 ， 这 表明 X — (X, 是 马 氏 了 过程， 它 的 转移 函数 为 


Pls,r,t,B)= Р(Х (a) є B) BEB (4 — 31) 


其 中 
t | t 
x =z f alu, Xudu + f biu, Xy dBu 
j Б 


现在 往 求 马 氏 过 程 (Ху) 的 无 穷 小 算 子 ， 对 任意 的 二 次 连续 可 
ЖН. 在 有 界 集 外 等 于 0 的 函数 f(z),z € R, 非 齐 次 无 穷 小 算 于 
T+A! f(r) — f(z) 

AS 
Esaf (X(+ А) -fE аар 


Ав 


A, f(z) = lima, 


= laso 


其 中 
T+ p(x) = [А а Ћу)р(з, т; в + Аз, dy) 


TI 
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ХТА У(Х.) 应 用 Но 公式 。 得 到 
ах) = /'(Х,)(а(®, X,)dt + b(t, X,)dB,) 


1 
+> f”(X:)P (t, хо) 


Іх Вр 


FX (s + Дв)) ~ }(Х{з)) 


я А9 1 
=Í ооа X(u)) + ZI X a, X (u) |а 
ra 
+ f f'(X(u))b(u, X (и))аВ„ 


两 边 取 期 望 ， 右 边 随 机 积分 的 期 望 为 0, 代入 (4—32) 式 ， 而 考虑 
到 f', f" 有 界 连续 的 性 质 ， 期 望 与 Lebesgue 积分 可 交换 次 序 ， 再 
今 As —› 0, ЖЕ 


Аа) = f'(z)a(s,z) + /]”"(®)5%(в,) 


= 

由 上 述 可 见 ， 当 随机 微分 方程 (4 一 1) H alt, z), blt z) 与 无 

天时 ， 我 们 得 到 的 无 穷 小 算 子 也 与 + 无 关 ， 此 即 齐 次 转移 函数 的 

FNAT, 1A A.Brownian 运动 或 Wiener 过 程 本 身 也 可 看 成 

是 满足 当 а = D,b = 1 随机 微分 方程 (4 一 1 的 解 ， 它 是 齐 次 马 氏 
过 程 ， 其 无 穷 小 算 子 


Af(z) = ;/"(@) 


上 述 定 理 的 多 维 形 式 是 
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4.10 定 理 在 41 和 定理 的 条 件 下 , 如 果 初 始 值 9 与 5(Bi,t р 0) 


独立 , 则 方程 (4 — 2b) 的 解 为 马 氏 过 程 ， 其 无 穷 小 算 子 A (BEDE 


BAT) 为 


A, f(z) = p сік (t, z) ра. 





+Y atta) LO, Є С?(Е") (4 — 33) 


如 果 随 机 微分 方程 的 系数 alt, a), bE z) 不 依赖 t, ШС РЕ 


齐 次 的 ， 即 





Ана) = 5 У oaa 0) 
¿,k=1 t 


+ У ` G, (z) д0), є СВ") (4 — 34) 


#21 


这 里 opr) 为 BBT ру (G, k) TR. 

证 明 №. = 

上 述 的 解 实际 上 是 一 个 轨道 连续 的 强 马 氏 过 程 ， 称 为 Ro T 
散 过 程 ， 并 称 a 为 际 移 向 量 ， BB ”为 扩散 和 矩阵， 相应 的 无 穷 小 
算 子 也 称 为 打 散 的 生成 掉 子 . 

马 氏 性 的 身 一 等 价 表 达 为 ， 设 G, Fehi E R, ARAF R” 
上 的 齐 次 马 氏 过 程 ， 则 对 任意 的 有 界 Bore AMMA f: R” >R, 
有 

E, (f (Xira) Fo) = Е ОХЬ) (4 — 35) 
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等 价 性 的 证 明 是 简单 的 ， 事 实 上 如 果 取 f = Ip, B € BIR) 为 示 性 
函数 ， 则 由 (4—35) 式 可 得 


P (XE., € BIF) = PA: (X, € В) 


而 上 式 右 端 就 是 P(h, Xa, B)= P(Xz., € B|X,)(8E [0]р101(12) 
A) 因此 (4 — 35) 式 表 明 ХО УР ЕЕС. meram 
证 明 可 由 单 调 类 和 定理 循 通 常 的 由 简单 昂 数 逼近 可 测 函 数 的 方法 得 
到 ， 

i X 是 循序 可 测 的 过 程 ， 而 且 如 将 (4 = 35) 式 中 tt 换 为 停 时 
T, Fi WA Р, 仍 成 立 ， 则 称 此 时 的 X 为 强 马 氏 过 程 . 

4.11 定 理 工 扩 散 过 程 是 强 马 氏 这 程 . 

证 明 ”证 明 完 全 类 似 于 4.9 定理 的 证 明 ， 只 要 利用 到 Brow- 
nian 运动 的 强 马 氏 人 性. 口 

对 于 齐 次 马 氏 过 程 X = (X), 我 们 定义 有 界线 性 算 子 


Tif) = | ХОРО, dy), f e B( 有 界 Bord тн) 
可 以 证 明 Tat > 0 是 一 个 压缩 算 子 半 群 ， 而 且 由 测度 论 的 经 典 证 


法 可 知 
T, f(z) = E, f(X.) (4 — 36) 


而 (89) 无 穷 小 算 子 
Ajig Š lim nfe Кш), є doml A) 


其 中 dom(4) = (f € Bo, W НУ, Af (£) € Во), 这 里 B = íf : 
j 为 有 界 Borel 可 测 函 数 ， Hvz, lim T. f (z) = {(2).} | 


LL йш иль. а-л eair i k РЕТ 


-=g 
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无 窃 小 算 子 具有 某 种 微分 的 意义 ， 目 然 称 下 面 的 Dynkin 公 
式 为 随机 的 牛顿 - ЗЕР. 

4.12 定 理 (Dykin 公式 ) Б f € CRR") т ЧЇ, Ет < оо, 
则 | 


E, (X) = fe) +Е, | Af(Xs) ds (4—37) 


ШЕ {В h, = (M -4 六 其 中 工 为 便 等 算 子 ， 半 群 算 子 
Т 的 Laplace 变换 (# ЯР) 


со 
R, Í =f е^, f dt 
ü 


可 以 证 明 
B, = (XI — Ау! (4 — 38) 
WE, 记 Fz) 一 Ву} (z), | 
тьш) = T, ( f ~T taat) 
= Г e Taf (2) = Г е-АФ-®т, Ра) dt 
0 ћ 


Сх) 
= елћ / eT Р(х)? 
h 


= g^ (z (=) 一 f " ет, р(х) ar) 
0 
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从 而 


AF(z) = Гі Аш) F(t) 





= tim 5 l F(a) 一 ° f e AT, f(z) a) 
= AF (zr) — у(х) 
故 (4-38) RHE. 由 此 ， 我 们 有 
f(E) = (АГ Ау-Їһу(ж) = Вуһу() 
= / eT (ha (а) 


сх 
= Е, | e thn (Xi) dt 
Ü 
т м сю 
= E, (/ e h (X) aí + f eM ha (X) dt ) 


对 后 一 积分 进行 变量 替换 ， 然 后 利用 强 马 氏 性 得 到 
(Гео 
= Е, б / ер, (Xar) da) 
= E, Ë (e- / i =Ma (X ntr Jdal F )| 


Бо 
= Ey, езекл, f oh (X.)ds) 
Ü 


= Ёле“ HX) 
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将 所 = Xf — Af КА, ШИ 
E; }(Х,) = f(z) — Е, / аА) ~ AF (XN dt 
利用 f 的 有 界 性 ， 以 及 Af(z) 的 有 界 性 ， 令 入 — 0, 并 注意 到 


z, f eTA FOA SAIG е) < MEBs < ос 
0 





则 得 (4 — 87) A. = 


84.3 ARDEA 


求 随机 微分 方程 (4 一 1) HRR, ЕЕН с 代数 
流 的 概率 空间 (0, Z, Р, (Z,)), 以 及 一 对 过 程 (Xa Bi),t < Т, 使 得 
B = (Bi) 为 Brownian 323), X, 满足 (4—1). WTH, Ж 
们 可 以 只 要 求 分 布 的 唯一 性 . 例如 Tanaka 方程 


Ё 
Х, 一 / зап(Х,)ав,, t € R. 
0 


WW ЈЕВ БЮ, 而 且 [XI], =< X >,= +. 由 此 可 知 X, 本 身 就 是 
Brownian 运动 , 而 — X, 也 是 Tanaka JAHR. 两 者 轨道 未 一 - 致 ， 
但 分 布 唯 一 . 为 了 得 到 Tanaka 方程 其 它 的 解 ， 我 们 只 要 取 任 意 的 


t 
概率 空间 上 的 Brownian 运动 作为 X, 而 令 W, = Í sgn(X,)dX,, 
则 WW 也 是 Brownian 运动 ， 且 


f sen{ X dW, = f sgn(X,)sgn(X,)MX, = X, 
0 Ü 
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这 样 (X, W) 就 是 Tanaka 方程 的 弱 解 .对 于 强 解 ，B 事先 给 定 ， 
因此 解 过 程 X: E FF voln, 而 对 于 上 述 呢 解 ， 我 们 先 构造 解 过 程 
X, 再 构造 W, 因此 全 是 天 ”可 测 ， 其 中 天 "=o(X) v el). 

如 果 在 应 用 问题 中 只 涉及 解 的 分 布 ， 例 如 确定 某 些 与 解 过 程 
有 关 事 件 的 概率 ， 期 望 ， 不 同 过 程 分 布 的 绝对 连续 人 性 以 及 偏 微分 
方程 解 的 概率 表示 ， 我 们 只 要 讨论 弱 解 ， 而 当 涉 及 根据 观测 到 过 
程 的 轨道 ， 如 考虑 控制 或 滤波 则 需 讨论 强 解 ， 

文献 [4] 之 定理 18.4 证 明了 (4—1) 式 有 唯一 强 解 的 充 要 条 
件 是 对 任意 的 x є Rm( 常 数 ) 方程 有 唯一 的 弱 解 日 有 轨道 的 唯一 
性 .必要 性 是 明 辕 的， 充分 性 的 证 明 可 以 敌 考 交 献 [4]. 

为 了 讨论 多 维 随机 微分 方程 的 弱 解 ， 我 们 引信 下 面 的 Wiener” 
я [8]. 

$ УТ" = CR > В"), E УУ" 上 定义 半 范 数 ， Yw E уу", 

[ау = y ` 27" supo< ПАО) [А 1) 
n=l 
则 Wm 是 Frechet 空间 , 称 其 为 Wiener 空间 . 令 WP = С([0,4] — 
Rr), 
BON) = o (Vn), В, (У) = (УУГ) 
УТРЕ В BOTE 
Р(Х" є В) = Pw: Х? є В} (4 — 39) 
它 表示 从 r 出 发 的 工 ВО X EA B ну Ж. $ 
Q, (B) 一 Р„(Х* € В) 

即 х= 的 分 布 . 测度 空间 (Q. F, P.) 与 (Wm, B(w), Q.) 在 同 构 
的 意义 下 ， 可 以 看 成 是 同一 个 . 
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考虑 一 般 形式 的 随机 微分 方程 


dX, = a(t, X)dt + 1, X)dB,,t E€ Ry, Xo = > (4 — 40) 


Ht B = (B,) Эу d S Brownian х=й, a: R, хуу" > R™,b: 
R, x уут 3 Вт а Ré 均 为 8(RL) х (уут) Я, B м e 
Rpa rhb z) 为 BOV”) 适应 可 测 ， 它 的 解 称 为 是 m 维 Ito 


ГИ. 
4.13 定 理 如 果 半 是 mm 维 Lo 扩 散 ， 无 穷 小 算 子 为 А, $ 


£ 
мі = f(X) ~ / Af(X,)ds 


则 (Ma ZË), t € Р. 是 连续 局 部 鞭 . 
证 明 HF m Но 扩散 满足 : 


ах, 一 a( X, )dt + b( X,)dB;,, Xo = r 
对 于 f ЕСИН"), Но 公式 
ї 
(Ж) = f(E) + / Af(s, X)ds 
0 


t 
+ / V fis, X)b(s, Х}аВ, 
ü 


Mi = f(X,) — / Af(X.)ds(= f(z) 


t 
+ f V /(X,)h(s, Х)ав, 
0 . 
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因为 Ho oy Eh, АХ 


Е„(М,|Л») 一 Mat > 8. 


于 是 
E, (Mi|F8) = E, (E, (M,|F.)|FP) 
= Е„(Мь\7;) = M, 
O 


4.13’ 定 理 WR Q. 是 由 Ito 扩散 过 程 X 的 概率 分 布 诱导 出 
来 的 B04m) 上 的 测 庶 ， 则 对 所 有 的 fe cpi”) 过 程 


£ 
N£ = хо) – | AFG) 
і 
(= /(и)- / Ау (о); € Уу" 


在 概率 测度 0, 下 关于 BOV) ER. 其 中 BO) = (Уй), 并 
且 假 定 已 经 完备 化 ,而 Wr = С([0, 1 + Rm). 这 也 被 说 成 是 Qz 
解答 了 微分 (无 穷 小 ) AT 4 PJ R [a| ER. 

证 明 ”由 于 概率 空间 (N, F, Р,) 与 (yy, BO Q.) 在 同 构 
ЖУТЕ, 可 坟 看 成 是 同一 个 . 因此 在 概率 空间 (Q, Z, P.) 上 定义 
的 随机 过 程 与 在 (Wm, B(W”),Q.) 上 的 坐标 过 程 是 同一 的 ， 因 此 
4.13 定理 与 4.13’ 定理 等 价 ， | 口 

4.13 定理 及 4.19 定理 指出 如 果 X 是 方程 (4 一 40) 的 弱 解 ， 
则 在 测度 Р,(9.) 下 MINI) 关于 FP (BW) 为 连续 局 部 款 . 
THERMAE: 

алайн mA (MÍ, ХВ), t € R, JEZER, W| X 就 是 
(4 — 40) АЈ. 


aaah. A ma arita arela Д, ii дыл ото Д 


mante, ek gak u Cry ya 


-一 Temin м 


和 
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ШАЯН Vn, Tmn = inf{t: |X > в}, E f € C$ (Rm), 使 得 
当 |X| < n 时 有 f(x) = zx', 于 是 


Ta x É 
мі SXi — Xi- / ails, X)ds є 9Л? 
ü 
令 Tn — ооа.5., 这 表明 
. № . - t 
мр Š x: — X: — / als, X)ds EME 1<i<m (4—41) 
Ü 


ЗУДИ, у < ¿j < m, j& f € CR”), 使 当 |r| < n 时， 
f(z) = szt, 则 可 得 


0 " ' t . - 
XiX} — X4¿X2 一 f a(s, Х)Х2а4зѕ 一 
¿ | t | 
/ а? (s, X)Xš ds 一 f а (8, X ds £ MH. 
0 J | 


而 由 Ito 公式 可 得 


. a „ š А А š ' r a = " 

XiX] = XXi + | хах{ + f XidX; + [M}, M}] : 

Ü Ü ? 

比较 上 述 两 个 结果 有 
. 4 . d x 

/ XI bjk(s,X,)dBE + / хі 5  ba(s,X,)dB5 + | 

0 k=1 0 k=1 ; 


І Ё 
[M;, М] - f gi; (s. X)ds € Misc 
0 
因此 


t 
mi, М] = | @:;(в, X)ds 
Ü 
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根据 Brownian 运动 的 弱 可 料 表示 性 (3.15 和 定理) ， 存 在 原 概率 空 
间 的 拓 广 (A, F, P, (ED) 以 及 一 个 d 维 (E,)Brownian 运动 使 得 


М, = / b(s, X )dBËB, 
从 而 由 (4 — 41) zŠ 


¿ П 
Xi = Xo +f als, X jds +f Hs, Х)аВ, 
0 0 


ЖЕЕП (X, B) 为 方程 (4- 40) 的 弱 解 . ш 
我 们 业已 指出 上 面 的 无 穿 小 算 子 4 就 是 拟 椭 回 算 子 5, EF 
次 情形 


д Ә 一 а? 

°С — "г, И > "9 Әх;де; 
所 以 上 述 两 个 定理 实际 上 把 一 个 概率 问题 (4.13 EJE) 与 一 个 分 析 
问题 (4.1? 定理 ) 联系 在 一 起 , 而 在 上 述 问题 中 我 们 只 涉及 过 程 X, 
并 不 需要 构造 Brownian 运动 ， 也 不 出 现 随机 积分 ， 这 是 Stroock- 
Varanhan 方法 的 一 个 优点 ， 文 献 [4](th.20.4) 给 出 利用 它 研究 Ito 
方程 

dX = alt, X) dt 十 bit, X dB, Ха = т) 

ЯЯ ЖЕТГЕН КЇ НЕЯ a,b Æ R. x wW 上 有 界 连续 . 

644 Ееуптап-Кас 公式 


本 节 讨 论 的 Feynman-Kac 公式 实际 上 是 应 用 概率 论 的 方法 给 
出 某 些 偏 微分 方程 的 解 ， 这 是 研究 偏 微分 方程 的 边 值 问题 概率 解 
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的 基础 。 Feynman-Kac 公式 也 在 金融 数学 中 期 权 定 价 问 题 中 有 重 
要 的 应 用 . 
4.1$ 定 理 (Kolmogorov 倒 向 方程 ) 设 X = (X,) 为 时 齐 的 
Lo 扩散 ， А 为 它 的 无 穷 小 算 子 ， 站 E CP(R™). 
(1) < 
ult, v) = E, f (Xi) (4 — 42) 


WI u(t, -) € dom(A), H Yt > 0. 


ди _ Au, t> 0,z € Rm 
Ət (4 — 43) 
u(0,z) = f(z) z€ Rm” 


(2) MTK AR wit r) £ C2(R x Bm) W E (4 一 43) 式 
DU] w(t, z) = ult, х). 
ШВЕЯ 1) & g(x) = u(t,z), Н Оупкіп 公式 ， 它 关于 了 上 可 徽 ， 


Exrg( Xr) — g(z) 
r 


一 1 (Е, (Ех. f(X,)) — Е.Х) 


= _ r {Ey(f (Xal Fo — E, (f(X,)|Z,)) 


_ LE, (Хы) — ОХЬ) 


ul +r, х) Z u(t, т} 
T 


S r 10, ДИВ Au = S. 
2) 往 证 满足 (4 43) 式 解 的 唯一 性 . 设 wlt, z) є CPR} x 
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дї (4 — 44) 


Аш 人 _ 2w +Аш, £ >D z =£ А 
ш(0, 2) = f(z) 


固定 (зл) € Ry x Rm, ЕУ У, = (s —t, ХО), t > 0. Т1 ЖЕНЕЯН 
(у) 是 取 值 于 Н”! Быз Н. 事实 上 ， Yr e B(R™t), 


P(Yra € Г|Ү, = (8 —t,u)) 
= P((s—t— h, Хра) € T|(s — t, XP”) = (s — t,u)) 


= Р(Х € P, AD = u) 


Еа) 


{+Һ +h 
XD, = g +j af Xm dv + | хов, 
ih t+h 
= u+ f а(Хо=)аь + / b(X52)aB, 
Ё i 
h A 
= ч + f а(Хр® dy + f XE )аВ, у, 
ü Ü 


可 见 (Ye) ЖАКА, MH P(Yaa a] € ПУ, = (s – t,u)) RSNA 
h 有关， 因此 (Yi) 是 时 齐 马 氏 过 程 . 往 证 它 的 无 穷 小 算 子 吕 是 由 


(4 一 44) 式 的 第 一 式 所 定义 的 А. 事实 上 ， 


Ets zyto((s = t), ХР") _ ш(в, z) 


Awla, 2) = lim п 


一 lim 上 
L lim Eta eyw ( (s, Xp”) — wls, £) 
td і 


= 52008,2) + Aw(s,2) 


Аа алаа а оа л 0а" аа Л.г а керне 
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上 面 第 二 个 等 号 的 第 二 项 中 s 不 变 ， 恰 是 Аш(в,х), 而 第 一 项 由 有 
中 收 伍 定 理 ， 将 极限 与 期 望 E,, 交换 (请 读者 完成 ) ， 则 得 


ды dw 
Esr (全 Ga 一 -Be t т). 


< тр = іа > 0 : |X: > R), WF w € CHR} x R 应 用 
Dynkin 公式 ， 并 由 Аш = 0 得 
LATH _ 
Es. t0(Yzara) = tuu(s,z) + E, x (f Лауда) 
0 
= ш(8, z) 
$ R> оо, ШЖ 
Es,ztu(Y,) = w{s, r), Vt 2 0 
特别 取 上 + 上 = s, 则 得 
(s, z) = bs zt0(Ys ) 一 Ew(l(0, Xo”)) 
= Е](Х?#у = E, f(X,) = u(s,z) 
口 
Ж: u(t,z) = T, f (z), 由 Dykin AA, Yf e C2(Rm) t > 0, 有 


Vz, S; (ТЈ) (а) = EAF) = TAPE) 


Вр 

d TA 

J Р) = TAF) 
而 (4— 43) 式 即 为 


d 
ат ТЛ) = АСТ.) 
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这 表明 算 子 D 与 4 可 交换 . 
4.16 定 理 (Feynman-Kac 公式 ) TZ X = (X) 为 По 扩散 ， 
А ЕНӘ, ЕСЕ"), q FAR. 


pt 
一 Х,а 
(1) 5 v(t, z} = Е, ( Jj 409 HX) pi 





öt (4 — 45) 


дә = Av — qu, I> D, ze Д 
u(0,z) = fír) z € R™ 


(2) 如 果 wa,r) € CR} x В"), HE K x R” LAR, 其 中 
K C R, ARE. €w hho EE (4 — 45) 的 解 ， 刚 ш(8, 2) = (s, z). 
证 明 1) Z Y; = f(X,.), Z, = e J 4005099 д 





Bf 1 3f 
а/(Х,) = х Эз; + > A дт) 3 dt 
š z, 


Df 


dZ, = —Zq(X,:)dt 
Ф072.) = Y, dZ, + Z,dY, 


因为 YZ 仍 是 Но 过 程 ， 由 Dynkin 公式 ， 


vít, ©) 一 E, (Y: Z+) 
关于 上 BJ 08. 


1 
Avit, 2) = lim _ (Ez v(t, Xr) — u(t,z)) 


二 _ мәр, Trh 
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L (E, Ex, (Zf (X) — E,(Z,f(XJ)) 
- L (a, Деров чоне] = ñz xo) 
= lg, [Z+ elf XD (X...) — Z (XO) 
= ГЕ, (Хи) Zir — f(X.)Z,] 


ЕВ, |7 (Xipe) Л, „(е #0088 一 1)| 


一 кые, т) 十 q(m)u(t, т). 


(4 一 45) 式 得 证 ， 
2) BE wit, rz) € Ch2(R x Rm) 满足 (4—45 z£ HE K x Rm" 
上 有 界 ， 则 | 


Awit, х) ^ - + Аш — gw = 0, £ > 0, 


z € Ria (0, z) = }(ж) (4 — 46) 
| | 
BDE (3,2,2) € R} x Rm x Rm. 2: Z, = z +f g(X,)ds, H, = 
Ü 
(s— t, XP”, Zi), MIXT Г e B(R,) x B(R) х B(R), 


P (Hiph € ГІН, = (8 — $, ti, v)) 


= P [(X0 Zera) € Dir | Xp? = u, Z, = v) 


Tanmaya pran e ӨТ? 
EAYIA LA 
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Аз h ж, ВЖ Н, 是 Ito 扩散 ， 其 无 穷 小 算 子 


1. E — t, XP, Z 一 了 
Ан(ф(з,т,)) = Ц оез 6.20) вш) 


_ lim Ф@8—{#,2,2)— @(8, z, z) 
O с £ 


Li.m pis — É, хр, z) Ер (s = £, z, z) 
+ tlo — _—_—— 


Lim $ls — t, X P7, Zo — ola — t, ХО", г) 
+ ка a 


д д 
= -5° + Аф + q(z) E, 


ЖЕ ЄС (R, x R” x Rm). Вн (4—46) 式 及 Dynkin 公式 ， 
Yt > (|, k > O,óà(s,z,z) = е #ш(в,т), 有 


EATR 


Е, Нага) = ф(в,т, 2) + Б, | / Анн дат) 


其 中 та = inf{t > 0: H| > В}. 注意 到 


ðw 


A = = š — = 
нФ(8,2,2) = e c + Аш тө) 0 


因此 ， 
ив, т) = фі, x, Ü) 一 Es z0 [ФОА др H 


Ат 
= Е, Ë о q(X.) dr,y(s — t A Tn. Xenra)| 


> E. [ef «Х-)аг» —t, X)| (R 一 oo) 


特别 取 上 = s, 则 得 





dk л. ШТ 


站 


-i 
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ш(з, z) = E; |e- Jo 90.960), хо) = (s, £) 
得 证 . 口 
$4.5 一 -类 热传导 方程 柯 西 问题 的 解析 解 
考虑 下 列 柯 西 问 古 
问题 (1) 
ӘК 1 „Е 
Fr + 50" э ta alb 一 oE ~ zF 0 (4 — 47) 
(Т, T) = 1 


HF F = Fa z;7T9,0 < t < T, FET Н] ‚ЭЕ € R, = [0, оо) 
Ка, ЖА РНР. 
问题 (2) 





Dt 
H(p,z; p, T 


2 
Н 10:0 rab- r)? —«хН=0 
2 ðr? Dz (4 — 48) 

0 






= (F(p,z; T) — К)" 


这 里 z+ = max(z,0), H = H(t,z; p, T) ВЯ, S&T t < p < T, € 
В. Fa —. ZKT M, o,a,b, К. 

由 仿 微 分 方程 的 理论 ， 如 果 上 述 柯 西 问 题 存在 有 界 的 解 ， 那 
么 在 有 界 疼 数 类 中 ， 解 是 唯一 的 .下面 我 们 给 出 一 个 有 界 解 ， 因 
而 是 唯一 的 解 . 
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4.17 定 理 问题 (1) И Н 


F(t, т, T) = еА\®Т)—еВ@,Т) 
1 ат 
ВТ) = 201-0797 0) (4 — 49) 


АТ) = [b — о” (@—-Т+ B(t, T)) о рак Т 
Эи 20? 4а sT) 


证 明 ”问题 (1) 的 求解 比较 简单 ， 因 为 在 有 界 函 数 类 中 问题 
(1) 存在 唯一 的 解 ， 令 F(t, z; Ту = е0) 代入 问题 (1), WI ` 
得 一 个 茹 微分 方程 ， 利 用 А(Т,Т) = B(T,T) = 0, 得 证 ， 口 
再 求 问 古 (2) 的 解 ， 根 据 Feynman-Kac 公式 ， 


H(t,x;p,T) = Erle K Tu(F(p,r(p);T)— Күү (4— 50) 
其 中 随机 过 程 r(#), 满足 下 面 的 随机 微分 方程 
drit) = a(b — r(t))d# + ай, r(0) = z. (4—51) 


其 中 W, 为 某 概率 空间 (О, F, P) 上 的 布朗 运动 ,而 Z, = o(W,,s < 
t) ЖЕН (И%ўо<сг<т 产生 的 自然 с 代数 流 . (4—51) 式 给 出 了 问题 
(2) 解 的 概率 表示 , 为 求解 的 解析 表达 . 我 们 先 计 算 Ha, rt) р; Т). 


4.185| 理 


H(t r(t) p, T) = F(t,r(t): Т)Ф (h + >) 


-KF (£, r(t}; р)Ф(Ь — >) (4—57) 
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其 中 
— 1. РТ) 
h = — E FPL rO m ' 
со = oB(p, Th 029” (4 — 53) 


да 


证 明 由 文献 [10] 随机 微分 方程 的 方程 (5) 有 唯一 的 解 ， 
t 
rit) = ze + b(1 — e 2!) + гет" | е ау, 
0 


它 是 一 个 从 x 出 发 的 马 氏 过 程 ， 如 通常 ， 记 Р, 为 由 此 马 氏 过 程 
所 确定 的 分 布 ， 相 应 的 期 望 算 子 为 Е. 由 于 re), Wi 可 以 相互 表 
示 ， 因 此 A = otr(s),s < 0). 利用 马 氏 性 
H(t,r(t; p, T) 
= Enle- r(u)du(p( o rip) T) — К) 


= Erle EOE p r(A; T) — K) F] (4 – 54) 


V(t, T) = Erle fe TO F), Va, T) = Vt, T) e7 f rls)ds 
则 对 任意 的 s < t, Ж EVG DIF) = У(з,Т), BB VET) 为 
Nh. jO Fas; T) = E,(e- Б 70099) 则 由 马 氏 性 ， 


VG, T) = Ele h r(u)du| z.) = Fat, r); Т) (4 — 55) 


因 FET) W, ARITE LRR, {ИҢДЕ 


密度 
dP, (|5) _ e7 JE r(s)dsV ( o, T) 
dP;(|2) — F(tr(;T) ` 
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. а f rieds 
于 是 由 (4 — 54) >Ñ, 
H(t r); p, Ту = FE ræ) TIP r(e) < rF) 
-K EF(t, rt): p) Р (то) < тА) (4—57) 
HP т" = (Afp, T) — log К)/В(р, 了 .为 计算 上 述 两 个 条 件 概率 ， 
分 别 求 т(р) 在 测度 P,P 王 的 条 件 分 布 . 由 re) AEREA 
知 ， т{#) 为 正 态 随机 变量 ， 其 条件 分 布 的 Laplace 变换 为 


F(A F) = exp DECOR + ZA? Var: EFO} (4 — 58) 
这 里 AUF Vanl Ahi 一 2 分别 表 示 在 测度 Р, 下 条 件 期 望 
与 条 件 方差 © 

L(t, т) — Е, (erdo "бачу, 
Dt т) = Е. (e) "0-5 rdu) (4 — 59) 


并 考虑 到 V (o, T) = ехр{А(р, Т) — тр) В(о, Т)}, 我 们 有 


a A(5.T) 
Fit ræ); Т) 


et T) , 


E; (е^г\^) | 五) — E (errode ndui g) 


其 中 В(р,Т),А(р,Т) E (3) 式 所 定义 ， WA =A- BoT) НЕ 


Е (ех?) F) = F 


1 Ar(p)— f rfajda 
тур) le л) 


1 
= у Р") 2700 


š 

| 
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| 现在 讨论 (4-61) 式 . 因为 M, = ет "барр _ t, r(t) 为 Р, 
| k, FH Ito 公式 得 到 

| ôL _1 PL p А 

| a = БРТ + atp nE rL (4—62) 

| L.(9. K = e^t 

; А L(t r) = eTAto 代入 方程 (4 — 61) 则 得 

< т^ 

| 凡人 的 = -apt — 1, #'(8) = 5020) — bl) 

， 000) = 0, (0) = À 

, 解 此 常 微分 方程 得 到 

| P(O = е7" — BOO 
| гн) = -ZEA (зв) — aB?) 4-69 
| +О жао pt Zt + + SteN pe) М 


| 这 里 Б(ү=(1—е%®)/а, m 1 — e 28t = 2aB(t) — a B2 (t). FE 
| Е, (е) = Llo- trit) 


F(t rit} р) 
= exp{—A(t, р) — aġlp — t) + Mr(t)e 270} 
= exp (r()e "0 + авв(р p) ~ 2129) 
Aig? 
+ 67280-0) (4—64) 


出 此 可 见 


=< — ní n—t) о?В? 00 
кояр ~ TERN (DeO + obB т) 


сеш. he 7 
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其 中 B 全 Btp,t) = BU, р). 从 而 
Palrio) < тА) 


_ (= те 2—0 – bB + o? B2 72 


m Б(р, г)) (4 — 65) 


我 们 可 以 证 明 


市 O —ale—t} __ 2 2 
т* — ritje emt рт) =h- 99 (4 — 66) 


Fg 
事实 上 ， 只 要 证 明 


(r* __ ritje 270 -一 abg + o° B° 72)B(p, T) 


= A Т) r(t)B(t,T) — log K — Ар) + r(t) B — л (4 一 67) 
将 r" 的 珍 达 式 代 和 人， 并 注意 到 
BGT) — B = e°- (p. Т) 


可 消去 (4 67) AFA r(t) 的 项 ， 因 此 只 需 证 明 


2 
А(р,Т) — A(t, T) + A(t, p) — abBB(p,T) + 2 Н B(p, T) 


2 
= -Bp,T)(2aB 一 а? B?) 


而 上 述 等 式 由 初等 运算 即 可 证 明 ， 于 是 (4-66) лл. AER 
们 可 证 (р) 在 测度 RR F, EF Z, BRDA 
т? Б? сг 2 ) 


—4(0— 1) 0 _ oo _ 
N (ге taB- —у—— роту В(р,Т) 


Чез “лы ыш. але "una ES ч лаар f 
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Рт) < т) = $ [h + >) 
于 是 
H(t r(t); p, T) 
= F(t,r(t); Т)Ф (h + >) — KF, r(t) p)@ (h а 6 (4 — 68) 


注意 到 Рр, (р); р) = 1, M4 t> о BJ, оо + 0, M 


һ = 2. Пов F(t, r(t); T) — log Fit, rtp — log K) 


ВНУ t + p, E Florio T) 2 K Bf, А — +оо; m К(р,т(р); T) 
< K BF, А ә –оо, 于是， Hre T) — F(o,r(0 T) — K Е 


О. ОРЕ Ч Е, 5 SE. ш 
4.19 定 理 问题 (2) 和 存在 唯一 的 有 和 界 解 


Hlt,z; p, T) 


一 edttT)—rB{t,T}g, (һ 4 >) 


_ tra А(,р)-28(,0) _ 590 _ 
Ke ë (h : ) (4 — 69) 
其 中 
1 Flt, =; Г) 
hoD = log -一 
(z) To ов F(t,z; p) 


证 明 ”由 热传导 方程 的 理论 ， 我 们 只 要 证 明 (4 ~ 69) RA 
题 (2) 的 有 界 解 ， 有 界 性 是 明显 的 ， 往 验证 它 为 问题 (2) 的 解 . 


BE з Шымы =. m m mm m:n 


= s Tas аеру. 
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由 于 
т; (2) 一 0° par Tje 2e(0—t) 
0 22% i I 
1 
Rh, = —[B{t, p) — B(t,T')I 
Tü 


下 面 简 记 F(T) = (Г), F (o) = F (ft. z; p). H + 








P(x) = ge 
RITA 
PTE (һ + 2) - круг (a — 2) 
= = (Т )е- $+ — KF(pe 3-2 
= 0 (4 — 70) 
Ə ӨРТ) д 
а өр 9 (не) коо (ьт) 





+ ба (h + 20) (a | 209) 
) (r+) (1-2) 


ар) ове 


—КЕ(ро)Ф' (^ _ 90 





+ [раев 99) + EFT (n — ®%®)| 


注意 到 (4 — 70) È, 


28 ОРС (ра 2) - к°к» (һ- 20 
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于 是 
PH _ Ә?Е(Т) со 
ðr? Әг? Ph 2 ) 
Ə2F(o) б; , боү,, 
- K (h .- >] — Bü,T) F(T)@ (h + °] h. 
+KB(t.p)F(0)#' {һ— 22) h, 
初等 的 运算 告知 
FUT)@! (h + 学 + КЕ(р)ф' (А - =?) 
2З) етту 
= ° KF(T)F(p) 
F(T)B(, T)® (һ + >) — K F(p)B(t, p)@' (h — 2) 
= e-t PBa, T) – вО, p) VEFUPF(0) 
Эт 
故 











PE o PED a (r 30) -KEO (a 2) 


ðr? д4? 
-Bt T) — Bü, P) VEFIT)E 


将 上 述 结果 代入 ， 方 程 即 可 验证 . o 
习题 与 问题 四 


4.1 证 明 (4 — 5) 26, (4 — 6) 5. 
4.2 设 b(t) є L2[0, Т], 试 证 随机 微分 方程 


dX, = b(A dBi Хе = TJ 
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存在 唯一 的 强 解 ， 并 求 之 . 
4.3 求 随机 微分 方程 


dX; = a(b 一 т)? + ау Жаб, Хо 一 > 
的 解 ， 这 里 ab 为 常数 ， 


4.4 > X (t) = acos Bi, X; (t) = Ьз В, X, = (X, (t), Хо(®)) 


SW 
ka. 2 
[ens + 5 =1} 


上 的 Brownian 运动 ， 证 明 它 满足 


1 
dX; = 一 十 MAX dB, 


其 中 B, 为 一 维 Brownian 和 运动， 而 


4.5 解 随机 微分 方程 : 


dX; = X dt + dB, 


提示 ， AURA e ,并 考虑 d(e X). 
4.6 解 方程 
dX, = aft) X, dt + plt)dBi, Xo = T) 


其 中 |a (|, (9) є LO, Т]). 
4.7 证 明 4.5 定理 . 


二 
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4.8 证明 4.6 EJE. 
4.9 а, b WAS, IEPA 


dy, = — dt + dB, о<1<1,У = а 


的 解 为 


dbs gtc] 
1—5 





у= ай-й +м+(1—)/ 
0 


往 证 пт, Y; = ba.s.., Жк Ү У a Ж b В Brownian 酉 ， 它 的 轨 
道 都 经 过 (0,а) 与 (1,b) 两 点 . 

4.]0 设 (B, (t), B>(t)) 为 二 维 Brownian 运动 , 称 B, = Bi(t) 二 
iB 为 复 Brownian 运动 ， 设 F (z) = u(z) + iu(z) ТОЗ, 
并 令 Z = Е(В,), EE 


47, = F'(B) aB, 


解 复 随 机 微分 方程 


dZ, = aZ, dB, 0 为 常数 


4.11 解 随机 微分 方程 
ДА, = rdt + aX; аб, 
提示 两边 乘 以 积分 因子 F, = exp(—eB, + 1/2020). 
4.12 证 明定 理 4.11. 
4.13 解 非 线性 随机 微分 方程 


іХ; == fit, Х,) dt + e(t) X, ДН, Хо = T 
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HE f: Rx R> R, c: R э R AMEEN. 
提示 : 引入 积分 因子 


F; = exp Cf c(s) dP, + Ji е? (в) as) 


证 明 所 给 的 方程 可 写 为 
(АХ) = РО, Хуа: 


A 
Кошо) = Fiw) Xw) 


于 是 
dY; 


ағ 


对 每 个 ш, 解 此 方程 ， 得 到 X,(O). 
4.14 用 4.13 所 提示 的 方法 解 


= 天 人 二 了 


1 
ах, = y dt + aA din, ; Ар = T > () 
=k i 


4.15 研究 用 积分 因子 的 方法 能 求解 的 随机 微分 方程 能 否 用 “分 
AA” К? 
4.16 寻找 Ito 扩散 过 程 ， 使 得 它 的 无 穷 小 算 子 为 
а) Af(z) = Р (2) + (а), f € Cà (T). 
9} ðf + а?а , 92 f 





b) Af(t,z) = Өг! Z Iz T 5 —; f e C2(R). 
д} 2 ә 
c) Af(zi,z2) = 212 ат +In(1 + Х; р 
І 2 = + Ə f 
= 十 жу) Тт Өт, 
FE сён). 


Ta 


第 五 章 РУО 5 Wiener 
注 消 的 结构 


65.1 平方 可 积 著 的 Doob-Meyer 分 解 


设 (0,7, P) 为 完备 的 概率 空间 ， (Fot > 0 为 大 的 非 降 子 
с 代数 族 ， 而 且 包 售 Z 的 一 切 零 概 集 (因而 完备 }. 
我 们 记 VÈ 为 0, 了 上 的 厂 连 续 平 方 可 积 蒜 全 体 ， 也 即 : 


sup, <q ЕХ, < ос 


RET < oo. 显然 97? C ОЛУ, AIE, &2.6 ВТЕ D 上 是 成 立 
的 . ЖЕТ < со 情形 ， 我 们 特别 称 ЭЛ ЭНИН TA Н mat 
空间 . | 

Ж X e DG, T < оо, Ш (Х2, Aht € R+ 是 右 闭 的 下 载 , 类 D. 
因此 有 Doob-Meyer ЭЖ, 于 是 可 以 定义 可 积 可 料 增 过 程 < X > ` 
使 得 

X? = m+ < X >, t < T 

— Ж, жанла HS Ж Ж, НАЖА 

H, 
例 1 B= (В, AF) 为 限制 在 [0,Т] 上 的 Brownian 运动 ， 

W) < B > ,= 1 


А t 
例 2 1х, = f a(s,w)dBs, E | a(s, w)ds < оо, (X,, Z+) 
0 0 
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є 92, 由 Ito 公式 


t f 
X? = 2 | als, w) X, d B, + | а? (з, w)ds 
0 0 


t 
АТ < X > = | а?(з,ш)аз. 
0 


下 面 定 理 给 出 的 < Х,У > 称 为 是 Х,У 可 料 互 变 美 过 程 . 
,1 定理 设 X,Y c 9⁄2. < co, 则 存在 唯一 的 可 料 有 限 变 差 过 
程 < Х,У >, 使得 


X,V, = m + < Х,У >, (5—1) 
此 时 
ЕХ, 一 Х.)(У, 一 Yall Fs) 一 E (< Х,Ү >, — < X, Y 25 |») 
证 明 AHA Х+Ү,Х—У є 992. H Doob-Meyer 分 解 定理 有 
X? = m(X2)+ < X >,,Y2 = m(Y2)+ < Y >, 
(X, + Y,)2 = m((X + Y)2),+ < X + Y > 
其 中 т(-) 分 别 表示 Doob-Meyer AFRE. 定义 


< X,Y >= Z (< X +Y >i- < X >» ~ <Y >) (5 ~ 2) 


易 知 < Х,У > 是 可 料 有 限 变 差 过 程 ， 当 然 E < Х,У >r< oo. 而 


E (X Y, = A sYa Fa) 
1 Р 
= sË ([(X, + Y)? — XË — Yë] = [(X, + Ys)? — X? — УД.) 


= E [< X,Y >, < X, Y => |Z.) 
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可 见 (me) ЖИЙ. 往 证 分 解 的 唯一 性 . 
事实 上 , 如 有 另 一 分 解 X ,Y, = mit Van 则 ms 一 mt =< Х,У > 


OV, 便 是 可 料 可 积 变 差 款 ,由 定理 2.28 便 知 它 为 0, 唯一 性 得 证 . 
Ë] 


H (2-5) A, ҮТ М є MÈ, им = рем>, 因此 ， 对 于 
M,N Є 95, BMN = рем,м>: 所 以 MIN < < M, N >= 0). 
ІН MIN e < M,N >=< M > +< N >. 


t t T 
i E = 3 s Yt = y Š В,, Е 2 ? 
2] БХ f als, wdBs, Yt / bls,w)d f a“ (8, tw) 


T 
ds < >, E | b2(s,)ds < со. ШЕВ Ito 公式 可 得 
0 
r 
< X, Y >= f als, ws, w) ds, 
0 


Ё 
特别 有 < X, B >= Í als w)ds. 下 面 我 们 将 要 证 明 对 一 切 X є 


从 ,上 式 成 立 ， 这 是 平方 可 积 鞍 理论 的 中 心 结 果 . 
5.2 定 理 9 Х = (Xn Fi) € MIT < оо, (Л) FES, MWE 


T 
在 适应 的 可 测 过 程 (att ш), Fi), 满足 E J a?(s,w)ds < oo, 使 得 
t 
v£ < T, < X, B >= | ala, ш) ds (5 — 3) 
Ü 


为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
5.38] 设 (Fp ДЕ, X ept, T < 00,9(t,w) 为 可 料 过 
=, HE 


E | '(ьш)дз < (5 — 4) 
0 





{ 
к = | 9(8,ш)ав,, W 
0 
t 
< XY >= f gls,w)d < X, B >, (5-5) 
0 


证 明 å 盲 先 指出 存在 “ 取 左 刀 值 ”的 简单 尔 数列 g(t w) = 
эы ӨЧ, ш) Күз жт |] 使 得 


T 
im F Í 0) = glt)? dt = 0 (5—6) 


FEE, ME g 是 堪 连 续 适 应 过 程 , 则 由 8 一 ?9g ДЖ (5 — 4) Ë: 
可 知 (5—6) ARL: 于 是 对 可 料 第 形 的 示 性 函数 (5—6) ARZ, 
利用 单 育 奖 定理 便 可 证 明 对 一 切 可 料 过 程 g. (5 – 6) АНАМ. 于 是 


E(< X,Y >, — < X,Y >, |Z,) 


= Е (ох - X.) Í «шьш\авыл,) 


t 
= FE (х, f glu даВ},) 


t 
= Пт „у Ë (xf в" (и,ойав„}®,) 


її f grb)aB, = У) 0070) (В, — В), 不 失 一 般 性 ， 


3+1 
ірет 
БВ tP = s < tP S tha бар = t, MI 
1 
E (х, f в^(и,ш)4ВЛ,) 
Ё 


_ E (х,а, (Ве, — Bes ) IF») 


рет 
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= У BE (gt,w) (Ве, ~ Be ) ЕХ, 1) 

ут 
= у Ë (907,0) (Be;,, 一 В.) Хт, ғ.) 

igis m 
= y` E (a3, w) BE (Xs,, — Xp HBe — В) |Z,) 

Геје 
= УХ Е(#@ 0)Е(<Х,В> —< Х,В >u жу ) IFs) 

сет 
= У) Е(е@ ш) (< X, B >, -< X, B >, ) 17) 

Єт 

t 
一 E(f gu d < X, B >, .) (5—7) 
E 
令 n — со, 则 得 
E(< X,Y >, — < X,Y >, |У.) 
š 
= Е (/ glu, w)d < X, B >, ғ.) 
E 
于 是 


Е (хк: -f glu, wd < X, B >, ,) 
0 


一 XY,- Í olnud < XB >, 
Ü 
Í 
这 表明 X,Y, — / (ш) < X, B > Йй, НЕЗ 5.1 即 知 
心 


t 
< X. Y >= f glu and < X, H >y 
0 





n ганг 
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5.43| 理 设 (0,7,Р) 为 完备 的 概率 空间 ， (Fo) 完备， 假定 
可 测 过 程 Fa, w) 是 适应 的 , Н. vt, 32 FtP—a.s. 绝对 连续 ， 即 在 在 


可 测 过 程 f 满足 J f(s,w)lds < оо, 使 得 
Fit ш) = rodaw > 0 
U" 
则 存在 一 个 适应 的 可 测 过 程 f(t,ww), 使 得 
F(t, w) = | fls,w)ds 


t r 
H v > о, / |7(8,0)148 < оо. 
0 
证 明 ”如果 f 为 连续 这 程 ， 则 出 


(5 — 8) 


| Кї + A, w) — Flt,w 
О, ш) 一 lima 29 E) 


以 及 (Fò 的 右 连续 性 ， 可 见 f, c Z,, 因此 直接 可 取 f = f. 
现在 讨论 f 非 连续 情形 ， 考虑 连续 过 程序 列 


f 
fa (t, w) = "Í ei F(s w)ds 


则 可 证 明 


| T 
Lim f Flt, w) — falt, widi = 0,аз. (5-9) 
心 
事实 上 ， 容 易 算 得 


RO Ên f feds = fA- e) 
0 
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在 (5 — 9) 式 中 用 (0) #® (6), MI (5— 9) 式 的 左边 等 于 
f |f(tyle "ағ 0, (n — оо) 
Ü 
而 由 控制 收敛 定理 
T 
/ ТАУЧА 
T Ё 
= 79а) — f(t)|dsdt — 0 
"Í / e nte=8)| f(s) — f(D)|dsdt > 
(5—9) 式 得 证 ， 于 是 ， ve > 0, 我 们 有 
Lim A x РО о) : |/@ ш) falto) > e} 
< telin / иш) — а) = 0 
€ Ü 
从 而 存在 子 列 六 (£, ш) 楼 得 
kU fuli w) = (0,0), A x P a.s. (5 — 10) 


虽然 下 面 将 证 明 每 个 f. € Fo 但 不 能 由 此 得 出 Yi, f(t) Є ЛЖ 
因为 (5 — 10) 式 是 x Pa.s.. 记 (5 — 10) 式 极限 存在 的 集合 为 E, 


A 
flt,w) (t.u) € E 
Аш) 一 


pm fn, (tw) (t, ш) Є Е 


显然 和 Ax Р( ш) Z f(t,u)) = 0, TE Vt > 0, 


f / (вш) ds = f fis, w) ds, P — a.s. 
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. : 
ma / |/ (з, w)|ds 一 J Аз, w)lds < os. P —a.s. F EHEER Yi, fn (f, | € 
Ü ü 
Р. 显然 由 Е(#,-) Е Хь, 可 得 
Хр = nf e nts) {в w)ds € F}, vt 
0 


故 
XP = -пХ? + nF (t.u) 


出 (Z,) 右 连续 ， 可 见 Xr c 万 ,而 容易 算得 


XP = nlF(t,w) — XH 


= п А fis, wjds— п f e n(t—s) / Fiu, auds 


= п ГА }\в,ш)аз 一 f fu, шут / ed 
t 


— —п{#—8} ads = 
n f eTii- p(s) ds = fals, w) 


这 表明 Vt, fnit, ) E Fn, М f(t,) e Л. 口 
T 
定理 5.2 的 证 明 : ЖШ lt, w), Fe) TER Е E / g? (s, 


T 
ds < оо, 92 = g, P—a.s., Н. f gls, wjds = 0, P—a.s., W| 
0 
T 
f git wd < X, B >= 0, as.. (5 — 11) 
0 

t 

ж, Фи = f gls,w)dBa mh 53 引 理 ， 
0 


Ё 
< X, Y >= f gis wd < X. В >, 
0 
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T T 
但 EY? = Ef g2feyds = zf g(s)ds = 0, 故 = 0, Pa.s.. 所 
0 0 


М < X,Y >= 0, (5 — 11) 式 获 证 . 
1) 证 明 存 在 BT) x Fr 可 测 过 程 f(t,w), 使 得 


t 
< X, B >= | f(s,.J)ds (5 一 12) 
0 
引入 符号 测度 
QS хлу= | | а<х,в>,аР (5 — 13) 


容易 证 明 Q < Xx P, 事实 上 , P(A) = 0, RJ Q(Sx A) = 0; Ж XS) = 
t 
0, 则 可 取 (5 一 11) 式 中 oltu) = Ilt, 那么 由 Vz, / Is(s)ds = 


ACS г [0, 1) = 0, 可 得 Q(8 х А) = 0. 由 Radon-Nikydom 定理 ， 存 
Ж f € В([0, ТЈ) х Fr, 使 得 


@(5 x А) = Í | леч) ар (5 — 14) 


T 
100,1] ха) =E f ав, | 


T 
< z f d < X >+ VT < оо 
O 


T 
H f f fG@,w)jdtdP < co. E S 0, ШЖ À BERTE, 则 得 
(2 E T . 


š 
< X, B >= f f(s w}ds, 0 < s £ T, P — a.s. 
б 
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2) 应 用 F(t,w) =< X, B >, 于 5.4 引 理 ， 则 得 一 个 (7) 适应 
т 
的 可 测 过 程 olt,w), 满足 Í la(so)ids < oo, 使 得 
< X, B > = / afs, w) dsa.s., vt 
T 
3) 最 后 证 本 Ef а?{з,ш}ав < оо. 
0 
E an(t, 0) = at, ш) { (t w) : |00,0) < п}, 
t 
Yalt, w) = f antt, w) dB, 
Шү ЖОРО р 8, h5 5.4, 
t 
< X, YA >+ = f аһ(%,ш)а < X, B >, 
0 
一 / йд (в) 222 24, 
一 [ аһ(5, ш)а(5, wyds 
0 
t 
= f af (s, w)ds 
0 
这 表明 


T 
0 < E(Xr — Yal w) = EXZ + Ef az(s,w)ds 
Ü 


T 
—2EXrYV,(T) = ЕХ2 一 E f az (s,w}ds 
0 


бє абы. тыл алш ыжын. 2 ТОР ИГЕРЕ 


РЕТЕЛ РОСА НОЧОР 
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T 
由 此 及 Fatou 引 理 得 Е f a2(s, wds < ЕХ2 < оо. 1 
Ü 


注意 ! 由 2.18 定理 ,在 增补 的 意义 下 , 我 们 可 以 认为 定理 5.2 

中 的 alt, ш) 是 P 可 料 的 过 程 ， 
585.2 РО АЈ У E E 

首先 介绍 几 个 道 近 定理 . 

5.59| 理 9 X A Polish Z8), e 2 (X,B(X)) 上 的 有 限 测 
Er, MUJ Co (X) 在 P(X, В(Х), н) FAR, AP Co(X) 表示 ХЕ 
具 紧 支 集 的 连续 琐 数 全 体 ，0 < p < оо. (ЖЕК [8.5.1 ,pp.124) 

5.653 任意 的 连续 函数 f e ColR") 都 可 用 ó є CPR”) 
一 致 逼近 (文献 [8]pp.25, 命题 8) 

5.73| 理 (Lusin 定理 ) 1 X 294 Polish 空间 ， н 为 有 限 测 
E, f 23 B(X) IMAS. 如果 A € BA) > 0, 则 对 任意 的 
< > О, FERR K C A, 使 得 щА\К) < є, E. Лк 连续， 并 且 存 
ТЕ g € Co (X), Е glx = flx, 


sup(|g(z)| :z € K} = sup{|f (£): £ € А} 
(文献 [3 pp124,th.5.2) 
5.8 引 理 固定 了 > 0, 随机 变量 集合 
{HBa , Br, ) h E [0, T], ф Є Cp (F), < n = 1,2,- } 
在 L, FE, P) PAE. 
其 中 (B,) 为 Brownian 运动 ， FÈ = e(B,,s < Т). 
证 明 А (t Y 2 |0, T) НУ Ж ЖЗ. 则 FP = c (B,,,: `: Bin) T 
FP. исе, 对 于 任意 的 g e LQ, ZË, P),E(g| FP) 25, g. 
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而 由 Doob 复合 函数 定理 , AE n zú Borel HRR gn(X1,……- 0, а) 
Ж {#Е(9|7Ё) = (В, ,Bi,). 因 为 RY H Polish 空间 , (Ba, В, 
-o B) 的 分 布 иһ 有 限 ， 而 由 引 理 5.5,5.б, 存在 pn € ColR”), 在 
І?(Ә, Fr, P) OB |F g. = 

5.9 通 近 定 理 随机 变量 族 #{ — (efe Od Л А7004, һәр 
L2([0, ТТ) 中 确定 性 函数 } 张 成 的 线性 空间 为 LO, ZP, Р). 

证 明 设 ge LR, FR Ph BS H 01р, Шр. 
{ей hodt ;he Т2(10, T} 正 交 . 特别 对 一 切入 = (Antet sAn), ti € 
[0,7] 有 


СА) 一 f eh Ва 十 … 十 An Ben дар = ü 
О 


GO) 可 展开 为 关于 reen 的 项 级 数 ， 因 此 是 Ає R" 的 实 解 
ТЕ. HxH [7]сћ.9,84,С(А) 可 开拓 成 С" 工 的 解析 函数 


G(z) = f е Battin Bin g(w) dP — 0 
r 
因为 GO) ЛЕН" 上 为 0, 由 解 术 开拓 定理 可 知 G (z) ТЕ С" EX 0, 


特别 有 
Ул, 09,777 , Yn) Є R", С (їнї, iln) = 0, 


ië é e CP (Rn) 的 福 里 埃 变 换 为 小 ВП 
ф(у) = 2r? ef ploe tdr 
R". 


І] 
plz) = (27) Ë f ф(ууе**У dy 
R" 
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从 而 
上 kB ,Bi Jgd P 

ИА — % fi ily Bi, +: En В.) 

= f eaa (f вадев tady ) sjdP 

— — Ë n i( Ba,- “yn Вз.) 

= (mè Í д) (fe gu)aP) dy 

= (2r)? Í фо) (бу)ау = 0 

Rw 
可 见 g 与 (Q, ZË, P) 中 的 稠密 集 正 交 ， 从 而 919, 所 以 了 = 0. 
此 即 H 所 张 成 的 线性 空间 即 为 LQ, ZË, P). D 
下 面 记 ZP 为 ZE 的 完备 化 ， 亦 即 Т, 包含 一 切 下 零 概 集 . 


5.10 Ito 表示 定理 {H£ c 12078 P) B = (B1,... , Bn) X 
Tl 维 Browman 运动 ， 则 存在 п. 维 过 程 (Р, ш), ZË), 满足 


т T 
Def f(t ш)дё < oo 
Ü 


i=l 
使 得 
т 
£ = E€ + [ f(t,w) :dB (5 — 15) 
O 
其 中 fG,o)-dB, = /цфо)4В} +... + f,,(t,u)d BP, 而 且 如 果 (€, B) 


联合 正 态 ， 则 Seo) TRA REER. 
证 明 Нил=1# Ж. 首先 设 


£ = еї 009048,2 fo (eds, h € ТЁ(О,Т\) (5—16) 
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A 


Y; {0} = e fa h(a)dB,— = N Һ?{з}йв 
则 由 Ito 公式 ， 


t 
Үш) = 1 + Í Уз(о)ћ В, (о) 


Fe t= T, И (5—15) 式 对 表达 为 (5 — 16) 式 的 £ 成 立 ， 对 于 一 般 
HJ £ € LUF, P), BEI 5.9 定理 ， 存 在 形 如 (5 — 16) 式 的 线性 
组 合 En HAEA E, 而 


T T 
— 2 
En 一 Eé, + / Ӯ.(в,:)ав,, Е / f2(8,w)ds < оо 
由 Ito 同 构 
| Т 
E(tn — Em)? = (E(&, — &n))? + E / (f. — f, ds 


后 者 ， 当 n,m > оо MET 0, 于 是 存在 f є (0,T] x Q), 使 得 
T 
Е / (fa – Рав > 0, 且 有 子 列 fa, EF f(t,w). 每 个 fn e Fa, 


因此 对 几乎 所有 的 上 E [0, T], о) є Z, 于 是 可 将 f ЖЕТЕ f, 
8 ve e [0T], f E 五. 为 简化 记号 ， 仍 记 了 为 f BJ 了 是 可 测 的 
适应 过 程 . 


T 
£ = Limë, = Её, + / f(s,w)dB, 
Ü 


T 
= e+ | fls,w)dB, 


мыз. “шом. э, - . 
ka mis . Est "rap Aare - baira 


-or x `= 


аыйл. лч... 


dk аш = 
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RERE dP x dt 意义 下 是 唯一 的 ， 事 实 上 者 有 ffo WHE 
{5 15) 式 则 显然 有 fi = f.,dP x dt—a.s.. 至 于 后 部 分 的 证 明 依 
i F 85513. 口 

5.11 引 理 (SORER) 设 4 为 一 矩阵 ， A 表示 窍 阵 的 转 
置 ， 而 称 AT 为 矩阵 4 的 УБРЕ, ， 是 指 它 满足 


ААА = А, Аў = ПА! = А'У, 
(AAt) = АА+,(А+ Ау = AtA (5 — 17) 


AF U,V ÆRE HTE РЕ А, 存在 唯一 的 AT, 特别 当 
А 为 对 称 方 阵 时 ， 则 它 表 为 4 = PApP', Ж P 为 正 交 阵 ， 而 Ap 
为 对 角形 ， 即 Åp = diag{A1, + „Ар, Ü, `. , 0). А; 天 Ü. 于 是 


At = Раар(дг',:--,А1,0,---,0)Р' (5 — 18) 

证 明 ” 先 证 唯一 性 . 设 X,Y 都 是 А Р, ЖЯ 

71, Vi, US, Vo, iE D = X — YU 一 {Л 一 Us, V = Vi — Va, П] 
АРА = 0, Р = UA! = А'ү 
但 D' = V'A, 因此 
(DA (РА) = A'D'DA = A'V'ADA = 0 

Ж DA = 0, TE DD' = DAU' = 0. EI X = Y. 

往 证 存在 性 . 设 А у пхт ЖЕЕ, H. rk(A) = r < n Am. wH 


т 个 不 相关 的 列 构成 的 矩阵 为 B, 4 的 所 有 列 可 以 用 B 表示 ， 
于 是 有 A= ВхС, HBA nxr ЖЕ, C 32 r x m ЖЕЕ. $ 


At = C'(CC)U1(B' p) 1 B 
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则 容易 证 明 AT 满足 (5—17) Ж. 而 当 А = РтР 时 ， 经 计算 直 


接 可 证 (5 — 18) =. Г] 
5.125 ( 正 态 相关 定理 ) 设 (8 = ((01,:-: 0.) (1 , £) 
HESE, N 
E(0|S) = me + Dee D2 (E — Et) (5 — 19) 
Сох (6, 6|4) = Ров 一 Dos Рд Doe (5 — 20) 
其 中 


ma = E8, Das = Соч(9,0}, 
Da = Соч(0,&), Dee = CovfEE)， 


Cov(0,0|ë) Š Е[(0 ~ E (01))(6 — E (6|e))'le) 
证 明 + 
n = (#8 — me) + C(£ — me) (5 — 21) 
我 们 可 选择 矩阵 C 使 得 
Ет – те) = 0 (5 – 22) 
FB Dos + CDe = 0. EXE, SIPER De 正定 时 ， 取 C = 
DeD; 否则 可 取 С = -DoD 这 是 因为 ， 对 
e= Tt(€ — те), Т = И? 
ШТ ARRE, RIA TTH =Т+Т =i, 这 里 J, 为 前 p 个 对 
角 线 元 素 为 1 其 余 皆 为 O 的 和 矩阵， 而 且 
Т(ТТУТТ = TT+T+TT = TTH(T+TYT 
= (TTT = TT+T =T 
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而 
Das DL, Ре = EEF(0 — ты) Т(ТТу+ТТ = Dog 


(5 一 22) 式 得 证 ， 同 时 有 Ee = 0, 而 且 
Eee” = ТҰТ(Т+у = T+TTT+ =1 


Чу (0,5) ESR, Mn SESER, Н (wm, 也 是 正 态 
Ж. 这 是 因为 (п, 6) 的 特征 函数 


Фп. (21,22) = Ёехр{1г\[(0 — тө) + CE — me)] + 256} 


仍然 是 正 态 系 的 特征 函数 . 
由 En = 0 É ЕЕ – me) = 和 可 见 7 与 所 独 立 , 这样 由 
(5—21) R, 


0 = En = Eine) 
= E(0|£) 一 me — Des D} (E — тє) 


这 就 证 明了 (5 — 19) 式 . 
注意 到 = 0 — EE), 而 与 独立 ， 故 


Cov(0,0|£) = Cov(n,n|£) = Elm) 
而 由 (5 — 21) 式 ， 其 中 C = -Do + Dk, 我们 有 
Em = Dao — Doe Der Dog 一 Deog Des Ре, 
+Dee Dee Dee Dee Doe 
= Рэв — Dag Dz, Dee 


(5 一 20) 式 得 证 . 口 
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Ito 表示 定理 后 部 分 的 证 明 : БУ (g, Б) KEES, i À = Т2", 


FF， 一 с{В : Во, Ву, - - ‚Вт) 
= olB: Ba — Bo ‚Воо А — Бол уд) 


FP = o (U FFn) 
则 由 前 半 部 分 的 证 明 ，《 = limë,. 由 正 态 相关 定理 ， 


tn = EEFE a) 


sn 1 
= Eg + у, Е ((& — EA (BrDA — Bka)) 
k=0 
T 
= F€ + / f(s)dB, 
式 中 
2" 1 
fnis) = Уу RER — Е) (Бек — Вкд)ҢкА<в(Е+1)А} 
k=1 
为 确定 性 函数 ， 显 然 
T 
| fds < EE- E£)? < оо 
Ü 
而 由 随机 积分 的 性 质 


T 
„в, (fanla) — А (8))248 


一 „ыа. ЕС 一 £ |° = Ü 


Dr теи. Le 5 ay 
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T 
于 是 存在 f(s)， / f2(s)ds < оо, 使 得 
T 
limp Í (Fals) — f(s))2ds = 0 
Ü 
所 以 ， 
T 
£ = Li.më&, = EE + / f(s)dB, 
= 
下 面 是 几 个 例子 . 


T T 
例 1 # = | B,ds, ЩІ (£, B) 联合 正 态 ， B= f (Т — 
n 0 
t) dB,. 
ж Е, н Io 公式 ， d(tB,) = B,dt + tdB,. 所 以 ，& = 


= .— rra," ы” "p А T a m, шаштын: шшш и 


T T 
TBr — / tdB, = / (Т — DdB,. 
ü 0 


1 
2 设 上 = Ві, UJ pí з +Í [12(1 — #8, + 4B23JdB,. Ж 
ü 
XE, $ 


X, 2 E(Bİ| FP) = Е(Ві|В,) = E ((В, — B, + В,)]В,) 


=- THS т" ть ТЕЧЕ r> TT h FLA sE d'd ЫГА, rAr 


= Е((В, ~ B,)*|B,) +4E ((В, — B.)°B,|B,) 
+6Е(В. 一 В,)?В?\В, + АЕ ((B, ~ В,)В?|В,) + Е(В{|В,) | 
= 3(1 — #)? +6(1 — D) B£ + Bi x 


于 是 ， 由 
dB? = 2B,dB, + dt 
ав? = 4в?ав, + 6B2dt . 
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得 到 
ах, = (—6(1 — #) — 6В?)ағ + 12(1 —+)В,аВ, + 6(1 — #)ағ 
+4BšdB, +6624 = (12(1 — t) B, + 4B2)dB;, 


从 而 


1 
Bir = з = 3+ f (12(1 — #)B, + 48?) dB, 
ü 


5.13 平 方 可 积 款 表示 定理 (4 B = (Ві, B2,- , Bn) 为 n 维 
Brownian Ж}, (X, Fy) є 9. 则 存在 唯一 的 n 维 可 测 的 适应 
过 程 (а@,ш), 72), 其 每 个 分 量 满足 


T 
Ef g; (%,ш)дЕ < оо (5 — 23) 
0 


使 得 


T 
X, = Xo + / gis, w) dB, {5 — 24) 
0 


证 明 只 对 n = 1 给 出 证 明 . 应 用 То 表示 (5.10) 定理 于 
T = t,£ = X,, MEE (fw) 72), 使 得 


t 

Хш) = EX 十 f ft(s,u)dB, 
ü 
t 
式 中 Ef |} (s, w ds < со. Ж 0 < ti < ta, W 
0 
An = E(X,,| ) 
to 
= EXo + E f f° (s,u)dB FË] 
0 


ti 
= EXo + Í ft" (a,)d B, 
0 
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但 我 们 仍然 有 
ti 
Хе (ш) = EX + | f” (s,w)AB; 
O 
于 是 
ti 2 
0=E | | аво) fa (oo)dB 
/ Í E(f” — f} yds 
0 


从 而 fii (в, ш) = Р (з, о), dt x аРаз.. E }(в,ш) = Р (8,0),0 < 
# < №, WI] 


Ё i 
X, = EX + / Fls adB t > 0 | 
9 : 
. 
现在 推广 平方 可 积 鞭 的 表示 定理 
5.14 定 理 ШОХ = (Х,У), 为 右 连 续 局 部 持 ， 则 它 的 轨道 , 
as. 连续 ， 且 存在 dP х dtas. 唯一 的 (Л), FP), 满足 x 
| : 

P (Í 产 fawjds < >) = 1 (5 — 25) 

O 
使 得 
L 
X, = Xo + f /(в,шы)аВь, (5 — 26) 


证 明 ”其实 我 们 只 要 证 明 对 于 某 局 部 化 序列 ть, 我 们 有 


#Ать 


Ai" = Xo + / fla,w dB,, Yk (5 — 26!) 
0 
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适当 选取 局 部 化 序列 ， 不 妨 假定 (Xo Fe) AKTARI ( 见 2.12 
定义 ) ， 于 是 存在 Xo € L(A8)( 其 实 就 是 某 Хг), 于 是 存在 随机 
变量 序列 (En) С LF), 使 得 E|X, — Enl — 0. FETZE (En) 的 
子 列 ， 不 妨 仍 记 为 En 使 得 


1 
Е| X _ Enl < п? 


对 固定 的 n, 记 XP AR EEFE) 的 右 连续 修正 ， 则 XP < 90. 
由 5.13 定理 ， 存 在 (fals w) FP), 满足 


Ef F(s, w)ds < бо 
0 


使 得 


t 
Xr XE + f Pls udB。 (5—27) 
D 


这 表明 XP REZE ЯЙ Ek AS ЕЖЕ EA. ВЕНУ 
极 大 不 等 式 


п 1 п 1 
Р 人 一 Xr | >e) < z ElK 一 Х| < — 


H Borel-Cantelti 引 [ 理 ， ХР 一 致 收 笋 到 Х,, 因此 X, 也 是 连续 也 
数 ， 记 停 时 


Ta = ШЕТІ |X 2 nl A T 


则 (s < ть) = {вир,<„|Х,| < п}, 停止 过 程 Xatt) Š Xan {АЖ 
Ж, ME зир, «т [Х| < n. 由 定理 5.13, FE (rlw) РР), {Йй 


Te LOL a" Lita I de ayh =m "L a ` "takya лл мй кз, ашсам 
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T 
足 Ef fls, w)ds < оо, Yn 
0 
t 
Xali) = Х„(б) + Í (6.0), 
0 
注意 到 对 т 2 n, Tm © Tns 所 以 Xm lt A Tn) = XA. (t) mA 
Kn lt A Ta) = Xm(0) + | "fuls,w)dB, 
0 
一 XA (0) + Í А (з, ш) зр, с, xem dBe 


所 以 Рав. 有 


i 2 
J (А (воа) Цар, а, |Х„|&п 一 fals, w)) ds = 0 


于 是 在 f(t w) ' 80р. | Хы (ш) =< n} E, fr = fn+1 = = fm- 


令 
fiw)  SUPugi| Xal < 1 


Кш) = foltw), 1 < sup,<|X,.] < 2 
B W, vt, f(t,w) € ZP. 


T 
{ш :| Р(ъи) д = со} C {w: ftw) £ falt wh Yn} 
0 


T 
E (e: Í (F — fa)? at > 0,vn) 


C w i Sup | X I] > n 
© (te: suplXd > n) 


m. == (I. Ru am. = a k гыыы = waman m mmmn s mm mm шш шипа иш n 
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而 由 过 程 X, 的 连续 性 ， 


Jim P (SuPer |X >n} = 0 
т 
因此 P (/ f(s,w)ds < =) =1, Ран 


f f(s,w)dB, 


_ : 
X, 一 X S, ¿2 
t o+ Í tts, )dB, 
出 不 等 式 


Р ( sup f ve ш) 一 }А(з,ш))аВ„»| > e) 


< t< T' 
f Š 
< P [ F= faas >) + 
D € 
从 而 Хь@) — X,, 又 lim X,(t) = Хш), 因而 
і 
At = Хо + fis, wdB, 
Ü 


唯一 性 可 由 Ito 同 构 得 证 . = 
4 B =(B',B2.... , Bn) X n B: Brownian 运动 时 我 们 有 


n at 
Хх, = Хо+ у, | ñ(s,o)4BšG) (5—28) 
{=1 “0 


АТАР мы `2 КИК йш мый 
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其 中 


:二 1 


Р p f Jiles wda < >) = 1 


注意 ! 我 们 还 可 要 求 定理 中 的 9 E P, 也 即 对 于 局 部 蒜 (X, FE), 
t > 0, 可 以 找到 可 料 过 程 9 使 得 


Т 
X, = Хо 十 f gis, wdB, (5 一 29) 
ü 


此 即 文献 [1] 中 所 称 的 Brownian zü НЕЛЕ EXE, 2 
А Ж pp = Ах P RASE, P = c(P UA). 则 由 219 引 理 ， 
g € P, 而 由 2.18 引 理 存在 F € P, 使 得 


ив2(9 # 9) = 0, ШВА x P(g 5 9) = 0 
于 是 


t t 
f $(s,w)dB, = / gfs cjdB， (5 — 30) 
Ü D 


所 以 ， Brownian 运动 具有 可 料 表 示 性 . 
TAE 5.14 定理 的 推论 . 
5.15 推 论 Z £ € 下 ,PN < оо, 并 令 Е( 78Р) 为 其 右 连 续 


T 
BE, WFE (Ft w), FE) 满足 PP | / f(t w)dt < > = 1, 使 


得 
t 
E(EFE) = E£ + / f(s,o)dB,, vt < T (5—31) 
й 


特别 有 


T 
£= E£ + / /@,ч)ав, (5—32) 
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对 于 аз. 为 正 的 Brownian J: 3522 pg, RDA 89—220 


达 . 
5.16 定 理 ig £ e ZË P(€ > 0) = 1,E£ < œ, 则 存在 过 程 
(plt wu) РР), < T 18 


É Ё 
EIFE) = exp Í Í tsaBs -3 | (аз) (6-33) 
特别 
т T 
& = EE : exp {/ 8,ч)авб, — / ф? (з, ә} (5 — 34) 
证 明 ТК X: = EEFE) ARESA, ШЕН 5.15 定理 ， 存 在 
T 
о) E JP WR Р (/ Pis ds < >) 二 1 {#8 
ü 
X, = E£ + / | fis, undB。 (5 — 35) 
D 


往 证 
Р(Х, > 0) =1 (5 — 36) 
RAR ( X... FË), АРЕ, E Doob 停止 定理 ， 对 任意 的 个 于 т, 
X, = E(¿|Z P) (5 — 37) 
& T = mift < T: X, = 0}( 妇 零 暑 ) ， 则 在 (r < T) = (inf,<+ X, = 


0) E, Х,=0,( 右 连续 ). 由 (5—36) Ж, (r < T) € ZP, i 


Ü -f A dP -f ¿dF 
ITST} (T&T) 
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但 P(E > 0) = 1, 因此 必 P(r < T) = 0, В P(inf X, > 0) = 1, Ж 


样 我 们 可 令 


a = 2). Дье) 
| Et + f /(в,ш)аВ,» 
D 





T 
АР (/ 22 (t.u dt < >) = 1. $ 
0 
ах, 一 f (t. шђаВ; = Xiplt, wdB;, Ха 一 ЕЕ (5 一 38) 
解 得 
| š 1 і зү, | _ 
Х, = БЄ-ехр{ Í Ф(+ш)ав,— f Pwde) G — 39) 
它 是 (5 一 38) 式 的 强 解 . 如 果 它 还 有 另 解 Ye. 则 由 to 公式 ， 


d (x) = 0, 于 是 Р(Х, = Yi) = 1,Vt < T, 再 由 解 的 连续 性 可 


知 P(X: = Y,,Vt < T) = 1. 口 
55.3 Жеты 
随机 Fubini 定理 


设 (Z,) 为 右 连 续 子 o RRR, X = (Xan Z,), JAER, 
令 ү, = Е(Х.|РР). 显然 过 程 了 = (У, Л), < ТЫЮ, 我 们 称 为 
RESA. Н+ хорун, Y 也 平方 可 积 . 
З.Т Б ХОРУГ, ДИЕТЕ а = (asn 7.), 8 ST 
使 得 
Y; = ЕХ + / | E(a,|F2)dB, (5 — 40) 
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і T 
< X, B >= | as ds, | Еа? ds < оо (5 — 41) 
0 G 


证 明 普 先 Yo = E(X o FF) = ЕЖАо,аз.. 因为 (0, FE), хе 
ЭрК, шїї 5.13 定理 ， 存 在 = (fls wh hss T Й 


T 
= / Ef2(u)ds < оо, 使 得 
И 
Ё 
ү; = EXo + / fs(w)dB, (5—42) 
Ü 
т 
由 5.2 定理 存在 随机 过 程 = (as, Z), 满足 f Еа?дв < оо, 使 
Ü 


t 
< X, B >= f ads 
0 


ЖЕТЕ (5—42) 式 中 feki) = E(a,|ZË)a.s.. 为 此 今 g = (ge, FË) Ж 
т 
党 的 有 界 过 程 , 满足 f g” (t,w)dt < осо,а.в.. 令 Z, = / | gol) dB,, 
Q 0 


II] 
EY,Z, = E(E(xX,|Z2P)Z,) = Ex,Z, (5 — 43) 


而 由 (5 – 42) 式 


T 
EY, Z, = f Е(},(о))д»(о))ав (5—44) 


: 
БХ = E < X, Z >= Ef Gewas liv}ds 
о 


= | Е [00,1723 )] ds (5 — 45) 
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由 以 上 (5-43) 式 —(5-45) 式 ， 得 到 
/ Е{[7,(0) — Elas FEY] gelo} ds = 0 


由 gstw) 的 任意 性 ， 可 见 对 a.s. 的 ss 所 了 有 


falu) = E(a,|ZP), P — а.з. 


口 
下 面 的 推论 表明 期 望 与 积分 在 一 定 条 件 下 的 可 换 性 . 
5.18 Е 12 X = (Xi Fi) 是 零 初 值 平方 可 积 著 
£ 
— ‚ав, 一 
А; Í a(s, wd B (5 — 46) 
T 
其 中 Е | а? (з, ш) < оо, M V0 < # Т, 
Ü 
к} f | а(в waBel78 | = f | Е(а.|Х2)ав, (5 — 47) 
0 1 8 0 я 


证 明 ”由 (5-46) 式 ， 得 
t 
< X, B >= f a(s,¿J)ds 
因此 和 由 (5—39), Ж F Xo = 0 得 到 


š 
Ü 
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5.198 i W = (Wa 7), И = (И, Л), 是 两 个 独立 的 
Brownian 和 运动， 并 设 


£ rT 
x; =f а, | Faids < бо 
ü 0 


HI 
E | «айыл =0 (5 — 48) 
Ü 


证 明 由 5.18 推论 ， 只 要 证 Yi < X. W >,= 0a.s.. 而 由 
š — 
Xe + Wi =f asd + И”, 
Ü 


t 
ХЕИ >= | (02 + 1ds, ВШ < X,W >=0. Г} 
0 


利用 局 部 化 技术 不 难 证 明 下 面 的 定理 : 
5.20 定 理 设 久 = (X,, Fi) 08, 


L T 
x= | мав, ( Í баз < о) = 1 (5 — 49) 
0 D 
ШЖ Elas| < əç,0 < s < T, H 
T 2 
P (i [Etla FEN ds < > = 1 [5 — 50) 
Ü 


WI Vz < Tas. 有 


E ( / | гів, ) = / | E(a,|7ËE)dB, (5 – 51) 
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554 ВЕР ра ЈАТА 


іле 5.13 定理 给 出 了 Brownian 55995 ЖН, MEI 
PENAT ROLEZ AHA. 设 Е = (6,7), 是 扩散 过 程 ， 即 它 满 


足 
dé; = 4+ (Eydt 十 beydB: (5 一 52) 


ШОХ = (Xan F$) 是 一 个 扩散 过 程 弃 函 .我 们 要 证 明 此 X 可 表达 
为 


t 
Xi = Xo + f f (s, wdB, 
0 


开始 讨论 特殊 情形， 
5.2118 设 过 程 £ WS E 


z 
é= 6+ f (ав, (5—53) 


T 
KEETE D- ово жа p Í / (Ой < =) =, 


且 
b2(g) 2 e> 0 (5 — 54) 


B, = o(z : z € C([0,T]),z,,s < 1), MAR X = (Xea ZŠ), 有 一 个 
连续 的 修正 ， 旦 


+ 
Ху = Хо +f }»(ш)авВ, | (5 — 55) 
| 0 
其 中 f = (Г.ш), F$) 满足 


T 
Pref f2(o)ds < оо) = 1 (5 — 56) 
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AREL X 平方 可 积 ， 则 
T 
E f [?(ылав < со (5 — 57) 
G 


证 明 1) 首先 假设 F 已 经 完备 化 ， 并 证 明 它 是 连续 的 . 令 
一 74 Vz 


由 于 上 是 方程 (5 — 52) 的 强 解 ， 故 Zf c zF. 另 一 方面 ， 由 
(5-53) 式 、 (5 — 54) ><, 


de 

- Б„{©) 

可 见 FEO? ЛЕ, Н 314 318, о 代数 FP 连续 . 故 FE = FEP 
连续 ， 更 是 在 连续 的 ， 于 是 贡 x = (Xa, FEP) 有 有 连续 修正 


2) BE X = (X,, FF) 是 平方 可 积 拷 , 容 易 验 证 (Bi, 75), t < Т 
也 是 Brownian 运动 . 于 是 由 5.2 EM, F f = (fs, Fhe < Т, 


WEE f f2(w)ds < оо, 使 得 





< X, B >,= / | fs (aəyds (5 — 58) 
Ü 


Ё 
X, = Ху + f f(w)dB, 
ü 


往 证 X, = Х,,Р-аз. м< T, BA X, є РВ T| W, X, — X, є 
жр”. 因为 X, — X, e LN, vo P), H 5.9 ШЕ, RJE 


EE 
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要 证 


E(X, — Х,)ехр Í Í кав, 一 Ji мда) =0 (5-59) 


iË Z, = exp {f p(s)dBe — 2 f нав J, 其 中 f h2(s)ds < оо. 
0 ü Ü 
由 Ito 公式 
2, = if Z,h(ə) aB, 
í) 
于 是 


_ t 
E X,Z, = EX. + / Z,h(s)fs(aa)ds 
Ü 
而 由 5.3 引 理 ， 


f 
EX,Z, = EX, + f 7„Мв)а < X, B >, 
0 
| | 
= ЕХуЗ / Z,h(s) (ддз (5 — 60) 
D 


从 而 Е(Х, — Х,)? = 0, у < T,X: = X,, P- a.s. 于 是 (5 一 59) 
AE X 为 平方 可 积 蒜 情形 定理 得 证 , ТЕЧ РОГ ШӘ n[ fb B8 
5.14 定理 的 证 明 . 口 
现在 讨论 较 一 般 情 形 的 扩散 证 函 ， 
5.22 定 理 设 扩 散 过 程 £ = (6,7), < T W E 


dé: = a,(€)dt + bl A dW (5 ~ 61) 


HEM A а = (ale), B,(z)),b = (b;(z), B,(z)) 满足 Lipschitz 
条 件 与 线性 增长 条 件 ， Н vt < T, f 
х) >z C > 0 (5 — 62) 
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mH 


T 
P [Í г < е) =p ( f аш < =] =1 (5—63) 


其 中 7 为 扩散 过 程 的 强 解 ， 
dz, = 6.(7)аИ”,, то = © (5 — 64) 


ДИЕВ ВО ЕЙ X = (X,, ZÉ), t < T ЖЕП ЫЕ, Н 
表示 为 


t 
X,= Xo + | fW, (5 — 65) 
Ü 


这 里 (f,(u), FE) 满足 


(лов) -1 


如 大 平方 可 积 ， 则 
т 
/ Ef (u)ds < оо 
0 
证 明 将 6.18 定 理 , 应 用 于 此 , 注意 到 此 时 А, (z) = 1, Bee) = 
bi(z) > C > 0, 而 条 件 (5 — 63) 式 表 明 那 里 的 条 件 (6 — 87) 式 成 


АГ, 于 是 He ~ Hys 密度 


d 
z,(6) = AG £) 


Fibra ча ла а a пуа ET 
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由 (6 — 85) X, 
dj _ r 
дш, ©) 7 epf- f (b (EOY lasté) — А.(2)]4, 
т 
+ Í ®"(©› 一 全 Gas] 
T 
= ехр{- Í 0,0), (989, 
r . 
-3/ 6") ds) (5—66) x 


引入 测度 
dP = Zr(©ÖdP 


显然 已 ~ P. H-+ vr e Br, 


P(eer = f 


wE 


Zr(é)dP 
= | zr) а = Г) 
可 见 & 在 测度 P F n 在 测度 Р 下 同 分 布 ， 由 Girsanov 定理 
и, Í оь Ods 
是 P—Wiener 过 程 ， 而 
р | ' 
ot f ыёай, = + f adst f бау, =& 


所 以 上 在 (0, F, P) 上 与 ?在 (Q, Z, P) 上 服从 同样 方程 (5 — 64). 
由 Lipschitz 条 件 ， 方 程 (5 — 64) 存在 唯一 的 强 解 . 于 是 由 5.21 定 
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H, AEO, F, P) Б ХРАНУ Y = (Yn ZF) 都 有 连续 的 
BE, HIJENA 


t 
Y= Ye + | 00, < T (5—67) 
0 


_ т 
ma P Í Í oas <o) = 1. 
ñ 








设 (X,, FÉ) 为 款 ， 往 证 ， Y, = 75 是 Р, 
事实 上 ， 
Ву = BB 200) = Е l eror] 
= 五 | Х| < бо 


Xf > s, 由 Bayes 法 则 ， 


BYIFE) = Z71(g)E(Y,Z,(6)|>5) 
As 


100) Y° 


= 2, ()Е(Х,|7#) = 





JA (5 – 67) 6, P &h (V,, ZZ) 可 表示 为 
= — = VY; + [ д»(ш)ай/» 
= Xo 十 [ 90), + [ galwjas(w)bz ` (€)ds 


注意 到 由 (5 – 66) 20, dZ, (£) = -ZE b ! (£, (€))dW;, 应 用 Но 2 
=, * dX; 5 我 们 有 
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其 中 felo) = 2:08) (ш) — X,a,(8)b; (E). 

MEZ, 
t 
= 8 ДИ» 

A, = Хо +Í fs (co) 

T 
RE P (/ folw)ds < =) 二 1, 它 可 从 过 程 2,(&) 及 X, = aee 
о 


的 连续 性 以 及 


T T 
P (/ 22(ш)аз < =) = P (/ (а,(ё)Ь E dt < >) = 1 
得 到 . жаН ИРЕН Х Ао Jr ujpa К, WH 


f i E f2(u)ds < оо (5 — 69) 
0 


і 
ж}: Е, (5—69) 式 是 X, = / (ojdpm 为 平方 可 积 靳 的 充 要 条 


件 ， 访 者 可 补 证 之 . L] 
5.23 推 论 ”在 上 述 定理 中 , 者 b(r) = 1, 则 在 


Р MEZ < >J =1 


HRF, ЕГИ ЫЙ X = (Х,, Лу, <T 有 连续 的 修 
正 ， 且 可 表示 为 


Х = Ao 十 [ foetw ds (5 — 70) 


这 里 (бы). F) 满足 


P (ffs <=) -1 
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Шш X 平方 可 积 ， 列 


Т 
/ E f2(uyds < co 
Ü 


T 
证 明 由 六 (zz) = 1, 1 (5—62) 2А. Р (/ A (Edt < >J 


= 1 PA je ~ ил, RE (5 — 63) 式 成 立 . 因此 ， 由 5.22 定理 则 得 

推论 的 成 立 . 口 
T 

5.24 注 ， 若 将 5.22 定理 中 的 条 件 (5-63) 式 用 条 件 P( / a2 (e) 


dt < оо) = 1 代替 ， 则 5.22 定理 的 结论 仍然 成 立 . 
证 明 AXK [2] 之 th.5.18. D 
5.25 И ” 设 扩散 过 程 志 满足 de, = a,(€)dt +b(t)dW,, €o = 0, 
ПХ = (Xn Fihti < ТО Gauss B, (W,£, X) KEES, H 


T 
P (/ к (€)dt < >J =1 (5 — 71) 
心 
ИНЖ X 有 连续 的 修正 ， 且 存在 确定 性 冰 数 了 满足 
T 
f 产 (8) аз < со 
0 


使 得 


£ 
X, = Xo + / f(aydW, t < T (5 — 72) 
0 


证 明 D K [2] 之 th.5.21. i 


wawaler a ГРРОТЕСПРЕ.'РИНЕРЕЦ ЈИИСРРЕЧЕТРОРРИРЕНАО ГААС ЕЩИТТ 
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85.5 ”欧式 期 权 的 定价 一 
Black-Scholes 公式 


现在 我 们 接着 53.4 的 讨论 ， 介 绍 期 权 定 价 的 Black-Scholes 公 
式 . 

由 (3—35) 式 ， 欧 式 期 权 的 价格 Colu fr), 就 是 有 可 能 达到 
fr 的 最 小 的 初始 投入 . 

设 8€ SFT( 可 取 策略 ) ， 则 由 3.19 定理 (3) 可 知 ， 


А жрт 
теў > 五 {е Ty (pw)} 


其 中 V 是 在 投资 策略 8 下 的 资本 过 程 .如 果 8 还 是 一 个 (u, z, f, T) 

保值 策略 ， 则 
z > E*(e "T fr(o)) 

因此 由 (3 — 35) 式 ， 

Colu, fr) 2 Е“ (е "T friw) (5 — 73) 

这 里 E 是 关于 等 价 巩 测度 P 的 期 望 .因为 欧式 的 未 定 权益 
fr € Z+ = 0(И,,8 < Т). ШЕ, CE Wiener WWI ра, TEK 
为 

fr(a) = Фт(%/) 

其 中 фт, 是 定义 在 (Cr, Br) 上 的 可 测 实 值 函数 .由 于 S) 与 
W, 可 以 互相 表示 因此 FE = о(5. (и) : u < t) = Z, Š Z, й 
fr 可 以 表示 为 Yr(S(p)), 也 即 为 过 程 (S,(u))x>o 的 泛 函 . 但 是 , 值 
得 注意 的 是 这 里 的 yr 一 般 地 依赖 于 н. 特别 当 这 个 wr 与 a 无 关 
时 ， 称 这 个 未 定 权益 (也 可 称 为 报酬 函数 ) 为 自然 的 未 定 权益 (或 
自 热 的 报酬 函数 ). 由 (3 一 34) 式 ， 可 见 对 于 自然 的 未 定 权益 ， 有 


Lawitr(S{(m,wp|P") = Law(wr(Str, w))|P) (5 — 74) 


r "b. abr ыт" 
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由 (5 一 73) 式 ， 我 们 得 到 对 任意 的 ú € К, 
Colm, fr) 2 E(e "1афт(5(т,ш))) (5 — 75) 
5.2638 (1) 设 未 定 权 益 fr € Тү, HFE ер 0, 使 得 
Е} (ш) < со (5 — 76) 
则 欧式 期 权 的 价格 
Себи, fr) = E*e ”* }т{ш) (5 — 77) 


并 且 存 在 一 个 最 小 的 (az, 疡 了 ) 保值 策略 #* = (60*,01*). 
(2) ЕУ ЕН ЖЕНУ. ШКА ЯНЕ ВИТЕ Colu, fr) + 
依赖 于 г, H 


Colfr) Š Colu, fr) = Ee Tyr(S()) (5 — 78) 


证 明 ”注意 到 E* fri) = EZk(u) frío), НЕ (5 — 76), 以 
及 Holder 24, AAE 


E” friw) < ос 
令 


х) = Е (ERa) осет 6-7) 
则 它 在 测度 P* та ЧЕ ВА. HERRAR 5.14 定理 ， 有 
хо) = XE) + Í адаи) (5 — 80) 

其 中 alw) 为 FW ЧҮЙ, 0 < s< T, H 


f as (a)ds < со (5 — 81) 
0 


245 
注意 到 FW = FPP, 因此 аы) 是 5(и) 的 证 函 ， 从 而 存在 
(Cr, Br) CEMA рЕ art), ÜN aw) = а; г (5(д)). 令 


01 (S(u)) 2 алыи (5—82) 


ж X (иш) 是 ZE 可 测 的 ， 令 


60(5(ш)) = Хш, ә) — 010500) 250) (5 — 83) 


由 此 得 到 策略 9" = (好 oesgT: = (00,00 < t < Т, Ж 
00* = 02(5(и)), @FE =0}(5(и)) 
下 面 证 明 
| (1)8* € SF. 
(DX (иш) = V (w). 
这 里 V (pw) 为 策略 六 下 的 资本 过 程 的 折 现 ， 由 00°,01* 的 定 
м, 及 (5 – 83) 式 ， 饭 知 (2) 成 立 ， 这 表明 Xw) 就 是 相应 于 
策 路 0* 的 折 现 资本 过 程 . 由 Но 公式 表明 


ау? (шш) = BAX? (p, w) + Xi (n.u) dB, 
= Biad WF (ш) + Xr (wd Br 


= (Xj w) – 2) yap, 
„чш ys t S (u)(rdt + oa， ) 
= dB: + 0;*dS,(u, w) 


对 60*,Ө}" ЖЕУ (3 一 38) 式 的 条 件 是 成 立 的 ， 故 0* Є SF. 由 
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(5 — 79) 式 ， 
И (иш) = Хи, о)В, 


— рә [ет m8 (шул) 


= Е" (0770-9 ушур) (5—84) 
而 

VE (ea = Ее" fr(u) (5 — 85) 

VE (mw) = fr(e) (5 — 86) 


这 表明 0° 是 一 个 初 妈 资本 为 x = Ere TT friw) 的 (д2, f, T) T 
HRE. 按照 (3 一 35) 式 ， 欧 式 期 权 的 价格 小 于 Ere-" 了 fr(w), Ж 
合 (5 — 73) 式 ， 则 欧式 期 权 的 价格 


Cola, fr) = Ее" fr(w) (5 – 87) 
而 当 末 定 权 组 是 自然 时 ， 由 (5 – 74) 式 


Colu, fr) = E*e Tyrs) 
= Ee wr(s{r)) 


= Ее rT fr (5 — 88) 
HE Со(и, fr) 不 依赖 于 и, (5 — 78) 式 成 立 . 口 
5.275: 由 上 面 的 叙述 可 见 ， 对 于 未 定 权 益 fr) 的 定价 ， 


关键 是 三 个 步骤 : 
1) 找到 等 价 贡 测度 ， 也 即使 得 股票 的 折 现 价格 S, ЗФА, 


2) 取 折 现 权益 = ЕЗЕН ir F 6 ЖЕЛШ 


XZ (m,w) = Е к) OgtgT 





i Аааа аар 7-а аА анаар ай а аа катал мазната 
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з) 寻找 可 料 过 程 0, , 使 得 
dX? = 0145, 


从 而 求 得 自 筹 资 策略 8 = (00,01), 使 得 相应 的 资本 过 程 V° = X". 
于 是 折 现 资本 过 程 


WO = Ее 0 (шу ) 


ETE t= 0 的 值 就 是 期 权 (初始 ) 价格 ， 而 它 在 土 的 值 就 是 期 权 在 


t 时 的 价格 . 
对 于 欧式 自然 期 权 fr = /(5т), 由 (5 — 74) 式 ， 期 权 的 定价 
不 依赖 于 и, 亦 即 期 权 在 t 时 的 价格 


Celfr) = E {е-"@-®}(58т(т)уул,) 
— E (eT f(Sr(r))IS, ) 
= erT- p Уеб /Dre (и-и) |28, (5 ~ 89) 
特别 对 于 欧式 标准 期 权 ， 其 买方 未 定 权益 
јт(ш) = (Sr — K)* 
是 一 种 目 然 期 权 . Fw 
F(t,z) = E (zet re к) (5 — 90) 
则 欧式 标准 期 权 买 方 权益 的 价格 


Cit, So = e "(HE (Sret TT- ro Wr Ws) 一 K) 


= eT FT — t, Sẹ) (5 — 91) 
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由 于 


1 Си 2 4 
F(t, £) = — t — It; — 
(#2) 元 / (= ехр (оуу + (r ә ) } к} e sx dy 


其 中 zo (t, z) 是 方程 


£T Exp {cuvi+ (7- T) r} = K 


关于 yg 的 解 ， 即 
эфа) = ЕН СЕ ШУ 
所 以 
eT Fa, r) 


1 É l ga't | 
= —— rexp4 ou /t— — —> La 
/'2т ра.) Р ч 2 2 У 
Ке" 1 — Ф(уо(ї, z))) 


7 т / a ETEO ду — Ke "1 — Ə(go(t, 2))] 
VOLET 


= z (1 — (uo (t, z) 一 оу?) — Ке "| — Ф(0(, 2))] (5—92) 
CI (fr) НИР t, St, 故 可 改 记 为 C(t, S,), 
C(t, S.) = SEd) — Ke T-t elda) (5 — 93) 


其 中 @(z) 为 标准 正 态 的 分 布 区 数 ， 


_ 108(5:/) + (r+ a0 )(T 0) 


py ит (5 — 94) 


Ф 
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_ log(S,/K) + (r — 30°)(T — t) 
d> = р (5 — 95) 
市 初始 价格 
C(0, 50) = Sodi) — Ke "tld,) (5 — 96) 
其 中 
_ log(So/ K) + (r + #0°)T _ 
di = — (5 — 97) 
_ о (5%/К)+ (r — ta?)T 
d> = — r И (5 — 98) 
这 就 是 著名 的 Black-Scholes 公式 . 
现在 我 们 把 这 重要 的 结果 写成 定理 . 


5.28 定 理 (1) 对 标准 的 欧式 买方 期 权 的 定价 由 下 面 的 Black- 
Scholes 公式 确定 ; 


Cit, So = S,ë(d,) — Ke T-P dida) 


其 中 di de 由 (5—94) X, (5—95) 式 确定 . 而 初始 价格 由 (5 一 96) 
(2) 最 小 保值 策略 8 = (0°,0'), 其 中 


0, = (di) (5 — 99) 
80 = —Ke TT (da) (5 — 100) 


而 资本 过 程 
V = C(t, S) = 0° B, + 018, (5 — 101) 
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5.29 注 ”对 于 卖方 权益 fr = (K — Sry", ЖЕ fr = (K — 
Sr)" = (Sr — К) — Sr + K, 于 是 


Ee T TNK 57у 
= Ee T- (Sr — Ку ~ Ее-"“Т-95$у + Ke Wd) 


= C(t, S) – S, + Ke rtt 


k, EIM 


Plt, Sp = Clt, Sù — S, + K ertT-t) (5 — 102) 


Black-Scholes 公式 的 最 主要 特征 是 ,公式 中 不 含 p, 也 即 对 于 
自然 的 未 定 权 益 ， 其 期 权 价 格 不 依 闽 于 际 移 系数 л. 这 个 事实 的 
确 有 点 合 人 惊奇 ， 它 首先 被 Merton 在 1973 年 发 现 ， 从 经 济 学 的 
观点 看 ， 这 表明 风险 的 中 性 . 95 Е, р 是 期 望 的 收益 率 ，r 是 
无 风险 利率 ， „—г 度量 了 风险 的 程度 ， 由 于 B-S 公式 中 不 会 m 
因此 ， 假 定 标 的 资产 的 价格 过 程 满 足 


15, = S,(rdt + odWa) 
并 不 影响 欧式 期 权 的 定价 ， 这 就 是 所 谓 风险 中 性 定价 . 
上 述 的 V, = F(t,54) 就 是 期 祝 的 价格 ， 它 与 标的 资产 (股票 ) 
的 价格 的 随 科 性 同 源 于 布朗 运动 。 Black-Scholes 的 基本 想法 就 是 
构造 一 个 证 券 组 合 ， 
1 份 期 权 与 А 份 股票 ， 记 这 样 的 组 合 的 值 为 YL, 则 


UI=V-AS (5 — 103) 


于 是 











rN .-— w 
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dil; = аў 一 А45; 
= (с, 十 SECz + = 2 0,.5 - -as di 
+еб(С„ — A} dW, (5 — 104) 
当 我 们 选择 A = C, (t, S4) 时， 
g? 


于 是 工 是 一 个 无 风险 证 券 (AATE dW, 项 ) ， 那 么 在 无 套利 市 
场 里 ， 它 的 收益 率 必 须 等 于 市 场 的 无 风险 利率 r. 从 而 


dm = rd = r(C (t, 5) — Co Se)dt (5 — 106) 
比较 (5 一 105) 式 ， (5 ~ 106) 式 则 得 


C + reC = “абы — rC = Ü 


这 就 是 Black-Scholes 方程 . 
习题 与 问题 五 


5.1 (Doob) Ж X = (Xa Pa) € 975, Н. 
É 

< X >= | а^(в,ш)йв 
0 


其 中 可 测 的 适应 过 程 а2(в,ш) > 0,dP x dt 一 &.s., ПЕНЯ: 
存在 Brownian 运动 (Ba Aht < Т, 使 得 


z 
Хь = Хо +Í a(s,—)dW, 
ü 
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5.209 (O.F (Z), Р) ЎРИН 28 |8], W, 为 Brownian jz 
动 ，P* ДТЧ, ТГ 55 Р" -Brownian 运动 , ЇЇ (Mi, ZP ),0 < 
t< T A P* h. ПЕНН. 存在 适应 过 程 (J. Fe 满足 f J? dt < оо, 
使 得 


T 
М, = М + / лаи; 
ñ 


53 HERMLE fe ZE 证 明 f TAE 


exp (Уве) 


а 1 


ап ЕЗЕШ, HEP r 28 [п] СЕНА, ТЇЇ z 为 实数 
Ё 
5.4 证 明 (5 — 69) Ж x, = f 六 CoydTF。 ЖЭР НИДА Ж 
0 


EL se tF. 
5.5 证明 5.25 IE, 
5.6 参考 文献 [6] 研究 何 时 Ho 过 程 为 扩散 过程 . 
5.7 altt) = ntl 十 =), В, 为 Brownian jasi, МЕНН {ЕЁ 


另 - 一 个 Brownian 运动 B,, 使 得 
(+ í 加 
f es dB, = [| гав, 
D í) 
参考 文献 [6]8 8.4. 


5.8 参考 文献 [6] 定理 12.3.8 及 练习 12.14, 在 B-S 金融 模型 
н, >т. 术 定 权益 fr = (Sr 一下)+, 证 明美 式 期 权 的 定价 


p(fr) = eT E" {(Sr — K)*} 


5.9 阅读 文献 [6]812.3, 并 用 53.4,55.5 的 记号 改写 它 . 





第 六 章 ” Ito 过 程 与 扩散 
过 程 测度 的 绝对 连续 性 


在 $4.3 中 我 们 曾经 引入 Wiener 空间 ym = СОВ, > Rm), ТЕ 
研究 连续 过 程 是 必要 的 . 本 章 所 讨论 过 程 的 时 间 和 参数 在 [0,Т| Е, 
为 方便 我 们 记 (Ст, Br) 为 [0, T] 于 连续 获 数 按 一 致 收 伍 的 拓扑 生 
成 的 可 测 空间 ， 亦 即 对 于 z € Ст, 令 范 数 lell = super let), 由 
EAA- BJ +h +P ЕЛИН o 代数 记 为 Вт, 这 就 是 OVP, B,(yyr)). 

本 章 我 们 讨论 由 Но 过 程 或 扩散 过 程 在 (Ст, Вт) 上 诱导 测度 
与 Wiener 测度 之 闻 的 饮 对 连续 性 以 及 相 联 系 的 Radon-Nikodym 
FT, KEER PARRA AN. 

下 面 的 引 理 经 带 要 用 到 . 

6.05i 理 设 拓 = (#1),t 所 本 为 定义 在 完备 概率 空间 (t), Z, P) 
上 连续 随机 过 程 ，¢ = (G).t < TH Z 适应 过 程 , 则 存在 ([0, Т] x 
Cr ВОО, T) x Br.À x P) [йрн рну ОП, г) 关于 如， 适应 
使 得 ” | 
Ах P(t w): (ш) E BE S (u2))) = 0 (6 — 0). 

证 明 由 过 程 投影 理论 , 适应 过 程 有 可 选修 正 , 它 更 是 循序 可 
测 的 修正 . 因此 不 妨 假设 4 为 循序 过 程 , 因此 сель 为 ВО, ч]) x B, 
可 测 . 于 是 由 Doob HAAKE, ТЕЛЕ (0, T] хСт,В([0,ш]) x Bu) 


此 时 Bep ЕЎ. 


-= T, as "i" Ara TFT 
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JANZE ó, (t, г) 使 得 
Ах Р(( ш): Gas (a) Z @x (t, E) = 0 


将 [0,T] (Е 2" 等 分 ， 记 uka = КГМ", К = 1,--- ,2", 并 令 


on 
ф"@. х) = polt, з) Дор + У фа. (FT sn ua a) (f) 


k=1 


以 及 pit, х) = im @"(#, г), M| elt z) EAA, H vt, g” (t, r) € 


Burn: 因此 YUE—1,n < š < Uk, n: Pt, T) Є В, +. 而 由 


160,0) : lA E) — G| > ef S {(Ьш): |ф%%&)— ong) > e/2) 
U 1(t, w) : |p" (t, £) _ (ә) > e/2) 

C {Ф(&)— PO > e/21 U (0,2) : |ф(0,&) — Sol > €/2} U 
эп 


U) I(uk-lun < & < Wk ni) * |, a (t, ©} и белы n (о) > 6/2} 
k=l 


它们 都 是 和 x P 零 测 集 ， 再 由 上 的 任意 性 可 知 
Ах Р+(%ш):ф@,&) % Glu = 0 


86.1 Ito 过 程 与 Wiener 测度 
的 绝对 连续 性 
设 (Q, F, P, (Fot > 0 为 带 о 代数 流 的 概率 空间 ， 满 足 通常 
жі. EEH W = (Wa F) 表示 Wiener 过 程 ， 也 即 Brownian 运 
в). 





=L iat ПИРИН 
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各 有 Ito 过 程 £ = (66,5), 0 < t < T WS E 
dé; = rlw idt + di, £p = 0 (б 一 1) 
其 中 
T 
(Гомон) =: 
YB є Br, с 
реВ) = Р(о: єє В), ши(В) = Р(о: єв) (6-2) 


本 节 讨 论 这 两 个 测度 的 笔 对 连续 性 与 等 价 性 问题 . 

我 们 用 ше 及 uw 分 布 表 示 上 述 两 个 测度 在 B, = olz € 
Cr : Tass < t) L BS ER Ф. 

6.1 定 理 Wiii (6,0) 满足 (6 — 1) А, ШЖ 


T 
(/ йа <œ) = (6 — 3) 


T 1 T 
Е exp -f Ват, 一 J 1 = 1 (6 == 4) 
ü 


Mi He ~ HW, T H а.5. 有 


T T 
АЕ = Е fop d- f ewi йа) + 6—5) 


аде 
证 明 记 
£ 1 Ё 
Z, = exp (- [ B,dW, — = / ваз) 
Ü 2 Jü 
чш = x jJ, 0 =< í < x | 


Ттт аттат са r T. 
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і т 
ro 公式, Z, =1- Í 2,8,4, шш (6—3) Р{ Í 8224 
Ü Ü 


df < æ} = 1. MAM Z, EELA, 而 由 (6-4 дА EZr = 1. F 
EE ÆJ., Н Girsanov 定理 过 程 


Ё 
= Beds + W 
Ér f sds + VV; 
在 测度 dP = ZrdP Кё wener 过 程 ， 所 以 YA є B+. 
ру (4) = P(E € А) 
= f Z+ P 
(иЄ А | 
= / Е(2т|75)ар (6 — 6) 
{ш А) 
于 是 存在 Вт ОГ ре olz), 使 得 
E(Zr|Z$) = ф(Е) (6—7) 


从 而 (6 — 6) 式 可 写 为 


А} = М аР = rid : 
ин, (А) I. 6(E) /, ф(х)дде (z) 


所 以 пуу < ре. H 





E (т) = Ale). sas. 而 


duw 


калый 一 — 3 
аре (E) = oE) = E(Zr|Z+) 


-E ewf- f э f jar я 


oa 


iicp." 
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(6 — 5) 式 得 证 . 
T 
FENE ue < uw. H (6—3) zu] 8 P g В,айў,| < =) _ 
ü 


dP 
1, 从 而 P{ ZT = 0) = Ü), F-E 15 = Zr, Р-азмА = Bi, 


ы 


вА) = Piw: £ € А) -f Л аР 
{EEA} 
= | ÈZ IFþĒ 
{EEA} 
= / B(Zz1|Z$)|e= du (z) 
= f EIZ "F$ )duw (z) 


所 以 He << EW, Н.Е Bayes 公式 ， 


du РЕ 
Е (е) = ЕО) 


ару 
T 1 rT _1 
= |е [ване / аш} 6-8 


= 
Ж. 如 果 将 定理 中 的 Т, 改 为 停 时 c, M д, 与 pw 在 B, 上 的 


限制 也 是 等 价 的 . 
6.2 推 论 vi < T, iS A, c FF, ME (6—3). (6 4) ZE 
RIFF, Was 有 


du _ Е T 1 T 2 
Hosa [ ват, -1 | ar) 6-9) 





F" a" ЫГЫ” Ú "" anmannan mmnm mm man 
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因为 jie ~ руу, A 
due duw 
Me (а) = [Жду] 
而 且 


d Г 
Аш (W) =ехр | / B (W dW — > ; / эра) (6 – 10) 


例 1 #4, = 9t + W,,t < 1,0 € Z, — ЛМ(0,1), H5 Wiener 
过 程 独立 ， 则 


Еехр (50) = = Í Ge аг < оо 


由 定理 3.12, 可 见 E exp (ө, _ >] — 1. 条件 (6-4 满足 . 于 


是 pe ~ дуу, B. 


а 8° 
Чы (© = Е feoi + 479) 


条 件 分 布 P(9 <) ~ (5,2) ,因此 


Е [ехр(—бе + Tyri] = V 2 exp (-&) 
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如 果 没 有 条 件 (6 — 4), 我 们 只 能 得 到 ue < ни. 
6.3 定 理 在 (6-1) 式 ，(6-3) ART. RITE m < ни. 


证 明 Yn, 5 


њм (т: | pods >n} AT (6 — 12) 
并 记 
I = Toppagny GVB = 108 
ё = f as +w 人 VD <t < T 
则 可 推 得 


Еехр f- f taw, _ = f вту < >J =1 
于 是 ир < pw, Vn. 不 难 证 明 YI € Вт 
pe(T) = PE ET, z, = T) + PEEL, m < Т) 
Jr виг (T) = 0, 则 由 


T 
м) = PEET <T P] Í аш >п) — Ü 
Ü 


nÍ ие < pw. 
下 面 是 6.1,6.3 定理 在 多 维 情 形 的 推广 . 
6.4 定 理 设 总 = (ilte Enlt) Еп E to 过 程 ， 满足 


d£, = fdt + И, бо = 0 (6 — 13) 
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ШЖ 
T 
Р 8.8; . N = -一 
(fF э < x) 1 (6 — 14) 


у 
sagr 1... 
0 2 
ре ~ uw, H Pas. 


dig T А 1 fi 
Дш © = Е Ë |-/ дг dë, + J 3, 3, dt | Z$ (б — 16) 


6.52 PE iX £; = (£ ESP I.o , En lt)) += n 维 Ito 过 程 ， 满足 
dé: = 8,dt + dW, 5 =0 
并 且 
P 
P (/ Br Bedi < =) = 1 
D 
W| jig < рур. 


86.2 .扩散 过 程 测度 关于 Wiener 


测度 的 绝对 连续 性 
RP Rott 
а=, = (а? + ай, £a = Ü (6 一 17) 


其 中 e = (0: (z), Ba) 定义 在 (Cr, B+) E; H 


А | 
Р (/ [о (&)|д# < >J —=1 、 (6 — 18) 





ы сылы. Машан аала лүн 
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T 
由 Hd EE, 248: Р (/ or Edt < =) = 1 是 HE a Шъ 的 充分 
Ü 


IE. ПЕ ЕНА, HFR RERE ЖТТ B 25 


= 
6.6 定 理 设 所 是 满足 (6 17) AAD Boit, U 


T 
Не Ж ну => P gi a ldt < =) = 1 (6 — 19) 


证 明 ”只 要 证 必要 性 . 记 


202) = FEE ha) 0 < t < T 


ТЕМЕ Z = (Z,(W), JW) t < ТОЙ. 
设 s< £ AWO Є bY 则 四 测度 变换 定理 ， 


EAW ) Zt W) 


一 / Ах) due (t, z)duw (z) = / X(z)da, (2) 





daw 
= f Мад (a) = f Me)Z,(z)dpw (z) 
= EAXW)Z,(W) 
这 里 uel) 表示 pe 在 В, 上 的 限制 ， 因 此 
E(Z,(W)|7Z F) = ZW), P — a.s. 


对 款 Z, 应 用 定理 5.14, 则 存在 过 程 y = (у, FW) t < T, 满足 


T 
P [Í тоа < в) —1 
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使 得 


Z (W = 1+ Í „дуй, t < T (6 — 20) 
D 
由 定理 3.13(Girsanov), # 2 dP = ZrdP, WI 
W, = W, — f b, (ог) (6 — 21) 
D 
为 测度 P 下 的 Wiener 过 程 ， 其 中 bw) = Z} (W), (ш), 而且 


Р (нон < >) = 1 (6 — 22) 


岂 引 理 6.0, 对 于 blwy € FY, FEUMA 8 = (8,(2), Bey) 使 
balu) = 8,(И/(ш)). 于 是 


__. { 
W, = W, — / B | (И )аз 
т 
由 (6-22) 式 ， 去 人 / 02 (W)ds < со) = 1. 从 而 由 нє < pw 得 出 
T 
P (/ B Eda < =) =1 (6 — 23) 
5: 


定义 W = (0,0), Fihti < Т, 其 中 


M Ё 
W,(z) = z — f B,(z)ds (6 — 24) 
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可 以 通过 对 ACE) e DFS, 计算 


ЕМ еН 18) W. (8) 


=f Ajet W (z1—-W,(z)1 4, (у) 

Ст 

= | Met WA) у ашуу (z) 
Ст 

= / АЙ )е -WZW dP 
CT 


= ẸMW je- 0) 
= Ë [AWE (е! -# г.) } 


一 ExX(W)e = (6—8) 
= e- T- PAW) ZIW) 


= в F-J) EAE) (6 — 25) 


П 5—27, 


EX(gyeis[W(0-W.(0] — g { МЕ [ee @-# (ӨҢ F$] } 


Е [е-е 一 e E-a) 
这 表明 ， Wie) 为 wiener 过 程 . 由 (6-18) 式 、(6-24) 式 ， 我 们 有 
t 
Wi(€) = & - f Bs(é)ds 


= W, + f læs l£) — Balé))ds (6 — 26) 


ET DE 


PRAMI! rr 


a es HA p gap да амал TEAT ы akaa E a enana ne et 


Жүн. BANG a Casa h 


aa | 


DEVAA a an ша maana ssp = 


ӨЗ sm — mi inn at уук, 


mm тот. 


А Ё 
Й, (Е) Wi = / Га (E) — 8,()]88 
б 
еназа А, EY O, 所 以 WE = Wn Pa.s., ПЕ 
(6) = 8,00), Р — аз. (6 — 27) 


(6-23) 式 给 出 了 (6-19) 式 必 要 性 的 最 终结 果 . а 
下 面 研 究 在 定理 6.6 Radon-Nikodym 导数 


dz 
Ze) = Jaota) 


6.7 定 理 设 6.6 定理 的 充 要 第 件 成 立 ， 则 6.6 定理 中 的 过 程 
Z,(W ) 十 下 面 方程 的 唯一 解 


ZAW)=1+ J | Z,(W)a,(W)dW, (6 — 28) 
0 


并 且 


djig 
daw 


1 
2 Јо 





(t, W) = exp (Taw) 一 к (W )ав 


— 


(6 — 29) 


due _ t _1 Ë ә А 
day 6) = exp (/ Zel) Я, 5 / 2098») (6 — 30) 


Р (Г о(и7)аз < х) 


‚ = E exp (- [ бз ЧИ» 一 J alejas) (6 — 31) 


-a =i шал. 


ктт =en- rT лгы] ee ШО aa r 


пш . = .. "usa. AY аһа дае 


265 


这 里 


É 
Г.(а(&)) = lim Hpt заз) / абай, 


Ti- OO б 


«у 一 Са ри ažds&n] 


证 明 ”首先 证 明 
т 
Р (/ (Za (Wa, (W ))2ds < =) — 1 
4, 


由 (6-27) 式 ， &(о„(т) # B,(z)) = 0, MRA TAFA a (Z, (z) = 
0) = Ü. 
Pir: Z (z) = 0) = { Taz te Z+T(2)dpw (m) 
Ст 


= Е, (ио) rW} 
= Enz iwo Erw Уу”) 


一 Elz (wy=0 (И) = Ü 


于 是 


EZ,(W H g. (и) (а, (И) —8,(077)0] 
= Hs (2»„(ж)}[ж„(ж) — Saís} # 0) = Ü 


从 而 
Z,(W)e,(W) = Ze) (6 — 32) 
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由 Z,(W)8,(W) = Z,(W)Z?(W)y,(W), 立 得 
T 
P | / (Z,(W)a,,(W))2ds < >J 
D 


T 
一 P (/ (Z,(W)ZT(W)-y,(W))°ds < х) = ] 
0 
这 样 随机 积分 f Z,(W)a,(W)dW, 有 意义 ， 往 证 
心 


t š 
1+ f Z,(Wye,(W)dW, = 1 + / ye (wa, (6 — 33) 
& r = inf{t < T: Z, = 0),inf @ = оо, 因为 (Zw), FW), t < Т 
МЕТ, ВЛЕ [r £ t < T] 上 Z(W) = 0 P—a.s.. 3⁄4 t< т, H 
+ Z7(W) = Zr1(W),(6 — 33) 式 成 立 ， m + < 1, (6 — 33) 式 成 
мА 0, (6 – 28) 式 得 证 . 
由 (6-28) =, 19 


T 
P (/ oi{W ds < х) = 1 (6 – 34) 
0 
则 由 Ito 公式 可 得 
і t 
Ө) = exp Şi ax | (W )dW, — J а? бав} 


如 果 我 们 没有 条件 (6—34), 通过 局 部 化 技术 可 以 证 明 (6—29) sÇ, 
具 悼 的 证 明 可 参考 文献 [2] 引 理 6.3. 
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最 后 证 明 (6 一 31) Ж. 由 {6 一 27) K. (6 -— 30) <, 


Eexp (- f OLA оз св) 
= Eeo (- f аа, +; Í as 


= EZ (£) 
另 一 方面 
ЕЛГЕ) = | zi (eZee)dpw(s) 

= p (z : Zz) > D) 

= P(Z,(W) > 0) 
但 由 (6 一 29) 式 ， 

T 
P(Z,(W) > 0) = P (/ «?(И/)ав < > (6 — 35) 
0 

所 以 (6 — 31) 式 得 证 . 器 


对 于 扩散 型 方程 我 们 还 有 进一步 的 结果 ， 
6.8 定 理 设 扩 散 过 程 € 满足 (6 — 17) 式 ， 则 


н(е < ee) =1 


ре ~ pw == А (6 – 36) 
Р (/ e (W )dt < =) = 1 
而 且 


ч (W) = ехр{ f a,(W)dW, — š IC (ав) 6—37) 
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1 


| t 
daw (t,£) = exp (-/ Gy l EdE, + J 579 (6 — 38) 
П Ü 


йн; 


证 明 ”充分 性 :由 定理 6.6 及 第 -- 个 条 件 叫 得 He € изу, M 
(6—29) 式 意味 着 (6 — 37) 式 的 成 立 ， 市 著 的 极 大 不 等 式 VN. об 
$r) 


上 N T | 
Р (гир Г а {И dH | > e) < — + P (/ (УР (ТУ) аз > N] 
{ЄТ JQ kal ü 


{ 
得 到 Р (s1 f a (W) dl, | < х) = 1, 于 是 (6-37) 式 表 明 
LET J0 





uw (g9(z) = D) = 0 


其 中 gis} = TEE (а). 记 


вед р), gi > Ü 
И wde g(z) = 0 


则 对 A € Cr, 有 


J od = Í аз обв) ашы (о) 
A А4 
= pw {AN (g(z) > 0)) 
= w (A) — uw {AN (g(z) = 0)) 
而 由 u < рур, 可 得 pw {4AN (gir) = 0)) < ny (g(z) = 0) = 0, B 
此 
uw (A) = / gt (z)dpe (2) 
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所 以 pw < ре. ME. 
Ajig н | 
Ашу — (z) = dr (2) 
[ЕҢ (6 — 38) 式 成 立 . 
必要 性 ， 由 于 je € pu, 则 由 定理 б.б, 
т 
P a tads < ос | = 1 
(/ s&s < | 
T 
HI He ~ pw, i P (/ у (ds < =) = 1. O 
ü 


86.3 ”所 诱导 的 测度 关于 Wiener 测度 
绝对 连续 的 过 程 
6.6 定理 表明 对 于 满足 (6 - 17) 式 的 扩散 过 程 Сш, < uw 的 
充 要 条 件 是 P | f a? (E)ds < =) = 1. 本 节 特 证 明 ， 如 果 某 过 程 


所 诱导 的 测度 pe < uw, 则 # 必 是 某 个 扩散 过 程 . 确切 地 说 ， 我 
们 有 : 

6.9 定 理 设 (О, (FAP) 满足 通常 条 件 ， 斩 道 连续 的 过 程 
£ = (6,7), < T #E Cr 上 诱导 的 测度 为 ре, WE je < шу, 
则 存在 一 个 Brownian 运动 W = (Wa Z), t < Т, 以 及 适应 过 程 
оа = (oalr), 8:.), < Т, 845 


і ` M 
& = / о, (Eds + W, (6 — 39) 
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(оа о) —1 . (6 — 40) 


如 果 进 一 步 假设 je ~ нуу, 则 


PÍ [ Sa оо) = | (6 — 41) 
И 


少 


证 明 
Zla) = ТА 0; z) 


VA € Ba, 我们 有 


/ ЧЄ (+ WYdP = К HE (кануу 
wita) АН 





= ШЕЕ (А) = Hs ,& (А) 


_ Чие 
— J ИЕ W)dP 
可 见 过 程 Z = (Z(W), ZP ),t < Т EIA, H 


_ dac _ 
EZ,(W) = f hedyw =1 
T 
由 定理 6.6, 存在 过 程 = (z, FP), P | J 324 < >) = 1, 使 得 


t 
Z,(W) = 1+ f y, dW,, t < Т (6 — 42) 
о 
由 3.13 定理 (Girsanov), 


Ё 
= W, – j a, (W)ds 
ü 


TAU анла Savran 2 В 
ты! 


Ë 

271 1 

ERREZ (О, Рт, Ру, 上 的 Brownian 运动 ,其 中 dP = Z+r(W)dP., 
T р 

а = (ola), Bi), YE < T, | (W) = Z (07). Н P (/ yždt < > 
1 

= 1, wis P Í f a < =) = 1, 2, ТЕ 10,7] 上 连续 ， 因 而 有 
0 x 


T г. 
40 аф < ө) = 1 : 
0 3 


由 于 УА Є Вт, 
= а 
pe(A) = | Zr(z)dne(z) 
= Í Zr(W)aP 
W-1(A) 
= P(W є А) 
因此 


Р аон, < >) = ре (/ ао < >) 
= Р (Oas < >) 


= 1 


从 而 (6 — 40) 式 成 立 ， 于 是 如 同 6.6 定理 关于 (6 — 24) ANEX 
的 过 程 W. (e) 的 证 明 ， 可 知 过 程 


_ Ё 
Ў, = & – / as(é)ds, t < Т 





272 


(ОР, (Z), P) 上 的 Wiener 过 程 ,此 有 即 (6-39) 式 . 而 当 He ~ Huw 
BF, H (6 — 40) 式 则 得 (6—41) zÑ. 口 

Ж. 定理 表明 如 困 не < пу, 则 < 是 随机 微分 方程 (6 — 17) 
的 器 解 ， 如 果 ue ~ uw, 则 存在 如 定理 中 的 о, ЗЕН. 


ср н ТӘ 
199 


由 (6 – 37) 24, (6—38) 式 所 定义 ， 


86.4 Ito EIERN PR 2010) 
对 于 Ito 过 程 
d£, = 8, (ə)dt + ай; (6 一 43) 


T 
条 件 Р | / 82(2)4 < =) = 1 RET ke < ри. 但 是 一 般 地 无 


法 用 显 式 表 达 它 们 的 Radon-Nikydom 导数 ， 而 如 果 £ 是 扩散 过 
程 ， 则 6.7 定理 给 出 了 R-N 导数 的 表达 ， 因 此 自然 要 问 何 时 Ito 
过 程 是 某 种 扩散 过 程 ? 

6.10 定 理 设 £ 满足 (6-43) 式 ， 其 中 


T 
/ E|A,()|dt < оо (6 — 44) 


并 设 
alé) = E(8,| ZË) (6 — 45) 


EFP а = (о, (z), B, + ),t ST Гра. Wi 
(U) W = (W, ZË), t < Т, 


Wag- f а. (8а (6 – 46) 


是 一 个 Wiener 过 程 ， 而 且 


d£, = e, (£)dt + аЙ, 


T 
(2) ШЕР (/ 8; (0) < >) =1,ЖМЕЖ@ X = 


t < T AEREE, ERKAN 


X, = Xo+ / AOUS 
其 中 了 = (ш), Ж ,в <THE 
т > _ 
P (/ fitwds < =) = 1 
MRX APESTA, WA 
T 
2 ч 
Ef Ј2(0)аз < оо 
证 明 1 由 于 


W, = W, + / [8,(0) 一 asfe]ds 


(6 — 47) 


(X,, FÈ), 


(6 — 48) 


对 eW 应 用 Ho 公式 ， 然 后 取 条 件 期 望 EOFS) 可 证 得 


Е (е0. ЕГА — 2-0-9) 


从 而 推 知 W 为 Wiener 过 程 ， 1) 得 证 . 
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2) 利用 5.22 定理 在 wb) = 1 的 特殊 情形 ， 那 里 的 条 件 
T 
(5 — 63) WRX Ep P y Bi (wdt < > = І PARE, 所 以 (6—48) 
Ü 
式 得 证 . ш 
关于 Ito 过 程 为 扩散 过 程 的 一 般 结 果 ， 我 们 有 (文献 [6]) 
注 : W X Elop, ME 
ах, 一 a( X pdt + b( X: )dB;, Xp = gz 
a € R”,b e Rnxm Tq Y, Æ Ito 过程， 满足 
ау = u(t, ш)ағ + v(t, wd B, Yo = z 
HEP ue Rn v € В" Ш X, ~ V, = 
E; (ий, anD FE) = a YF vv", w) = bb (YF) 
(dt x dP 一 a.s.) 这 里 = злыр. 
下 面 接着 讨论 6.10 定理 中 过 程 诱 导 的 测度 之 间 的 Radon-Nik- 


odym 导数 ， 
6.11 定 理 在 6.10 ЕНЕ, ШЕЕ 
T 
PÍ Í ад. < о) — 1 (6 — 49) 
ü 
与 
T T 
E exp (- / ñ,dW, 一 > / йа) = 1 (6 — 50) 
则 B: "~ HW, 


P Í Í tea < eo) = p ( [ stena < =) =1 
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而 且 


dhe = i 17, _ 
day © Y) = exp (f ce | (W ds 5 / cp)ds) (6 э) 


AHE (8 €) = | _ 1 ft _ 
Juy 6) = exp (/ 0.()4, ; / 00) (6 52) 


AHA о 满足 (6-45) A. 
证 明 由 (6-49), (6-50) WH 6.1 定理 知 п, ~ п. 而 由 


6.10 定理 可 知 £ 是 扩散 过 程 ， 满 足 (6-47) Ж. ERW 55 W 同 是 
Wiener 过程， 它们 同 分 布 ， 压 ре ~ рур. 于 是 由 6.8 定理 ， 


"(Í «ае <=} =P Í Í Рег <) =! 
这 表明 


P оа, < х) = Р [ ana < >) = 1 


烦 便 指出 (6— 45) 的 表达 式 中 , PE е 换 为 W 一 般 是 不 成 立 的 . 
由 (6 — 37), (6 — 38) 式 以 及 uw = дүр 可 得 (6— 51), (6 – 52) 
д. 0 
上 面 的 定理 将 Но 过 程 表 示 为 关于 W 的 扩散 过 程 ， 这 在 非 线 
性 滤波 理论 中 有 重要 的 应 用 ， 从 (6 ~ 46) 式 可 知 Z сол}, 如 果 
两 者 相等 ， 则 表明 W 与 上 《给 出 同样 的 信息 ， 我 们 称 具有 


T= 
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的 Wiener 过 程 为 更 新 过 程 . 关于 何 时 满足 (6-46) А З 89 
新 过 程 是 一 个 重要 而 困难 的 问题 ， 显然 ， 如 果 (6-47) 式 存 在 唯一 
的 强 解 ， 则 ZÉ су}, н W 便 是 更 新 过 程 . 
下 面 对 & 作 进 一 步 的 假设 . 
88.5 Gauss 过程 的 情形 
Ар E i Ito 过 程 & 满足 
а, = Bfwjdt+arr Eo = 0 (6 — 53) 


ПОЗ = (3..7), < T' Ы Gausit A) 过 程 . 首先 给 出 一 个 引 理 ， 
EARRA S 4:00 
6.125| 理 TZ 3 = 5,0) 是 可 测 的 正 态 过 程 ， 则 


T T 
P / a; dt < =) =| — / EB dt < оо 
#0 ü 


证 明 ”参考 文献 [2]7.2 引 理 . 口 
6.13 定 理 1 8 = (3 (u), ALO 入 上 所 了 为 均 方 连续 的 正 态 
过 程 ， 则 pe ~ aw, E. 


T T 
ref as (£)dt < со) = P( J ar (Wdt < оо) = 1 (6 — 54) 


| r f 
Чие (t, W ) = exp (/ a (W ) dW, — ы f оин) (6 一 55) 
duw 0 2 Јо 


dhe — ( _1 б» J о 
ep [| (G) dé, — 5 / os (€)ds (6 — 56) 


其 中 а = (a (z), B) 满足 


оа (Е) = EURF t < Т 


-RE -thi 





Оту 
证 明 ” 依 假 设 ， 8. rEg, [МШЕ Е8,, ЕВ? РЕВЕ, Н. 


T 
J ES dt < со (6 — 57) 
0 


T 
її, Р (/ Bdt < =) = 1, H 6.3 定理 ， 则 得 je < yw. ТЕШЕ 
í) 


_Novikov 2£#F: 


T 
E exp (3/ sar) < ос (6 一 58) 
0 


在 По, Т], L0, Т], $) Бр h(z) = eTz/2 应 用 Jensen 不 等 
式 ， 则 得 


1 ft 1 / T 
ехр (3/ йа) < F) exp{ 28:14 
因此 车工 < 25, VI 


. T T , 
E exp (z Í jar) < rJ E exp |z) dt < suptgT Eeth 
为 了 证 明 (6—58) 式 ， 只 要 证 明 上 起 的 右边 小 于 无 穷 ， 而 这 电 初 
等 的 计算 可 得 到 ， 


S ERL)” 
РЕ eT 
supt<T Ее? = suber ADA < 20 


这 样 


T 1 T > 
E exp (-/ Bd W -3f B; dt = 1 
0 


i 
! 
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由 6.1 定理 ， 则 y ~ pw. 由 于 


f ве} — f в [E(B FA] at < f ква < оо 


(6 — 59) 
以 及 ре ~ ни, (6 一 54) 式 得 证 ， 从 而 由 定理 6.1 得 知 (6 — 55), 
(6 — 56) 式 成 立 . 口 


现在 放弃 Gauss 过 程 ñ, 均 方 连续 的 假定 . 
6.14 定 理 没 上 述 有 为 Ganss 过 程 ， 且 


т 
40 йа <o) = (6 – 60) 
g 


M) 1) ge < pw, H 


duc _ _ 1 Ё _ 
шу; И) = exp (Traw) 5 / o2(W)ds) (6 — 61) 


due Е i 1 /' 
Phe =ехр(— f adet f ой) (6-02) 
2) WIB (8,0) = (b W,),t ST 39 Gauss Ж (联合 正 
5), ШТ, 
其 中 更 新 过 程 7, 满足 
Ё 
W, = & -— f os(é)ds, oar(€) = ElPe F$) (6 — 63) 
ЖЕЕ X = (Xn лу, < T 5 {8,W) REES, M 


t ee 一 
X, = X, + f f(s)dW, (6 — 64) 
0 
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T 
其 中 f(s) 为 确定 性 函数 ， 满 足 Í [2(в)ав < оо. 


HER ”由 条 件 (6 一 60) 式 ， 引 理 6.12, 得 到 (6—59) 式 成 立 . 
所 以 有 je < pw. M 6.7 定理 表明 ， (6—61) 式 ，(6 62) 式 成 
F. 

显然 ZW: c Zf, 往 证 反 包 含 ， 注 意 到 对 每 个 上 < Туп Š 

f 
al € ZŠ, Tü = / Bads + W,, 因此 & 与 W, 的 任意 线性 
组 合 还 是 fas < t 5 Wr 的 线性 组 台 ， 表 明 (8, 2) 是 联合 正 态 . 
出 正 态 相 关 5.12 定理 ， 作 为 条 件 期 望 的 n 与 (W, 仍然 联合 正 
Ж. FEH 5.25 定理 ， 


t 
с 一 Бек) + f Git, dW, 


t 
其 中 确定 性 函数 СО, з) 满足 f G? (t, sjds < оо. 在 所 考虑 的 = 代 


数 均 完 备 的 条 件 下 ， lt e FF. TEH 6-59), їс, 
此 即 F = ZP. HB ТШЕ ШУ ОЕ Ж Ele < Ep, 


| T 
得 到 P (Í oz (Edt < =) = 1, (5 — 69) 式 得 证 ， 口 


56.6 Ito 过 程 的 测度 关于 扩散 
过 程 测度 的 绝对 连续 性 
一 般 的 Ito 过 程 形 如 


t z | 
£ = fo + f а,(0)8 + Í b,(2)dW;,, t < T (6 — 65) 
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T T 
f |а»(ш)|ав < х, | b (ш)йв < оо (б — 66) 
йз 0 


当 ae, be € FE В, #К& ЖИГИТ. 前 面 在 5,(w) = 1 是 讨论 了 
Io 过 程 关 于 W 为 扩散 的 条 件 ， 并 给 出 了 Ito 过 程 测度 关于 扩散 
过 程 测度 的 绝对 连续 性 及 R-N 导数 .现在 讨论 一 般 情 形 . 

6.15 定 理 设 有 по с 满足 (6—65) 式 ， {6 一 66) 式 ， 
u = (i, Z), t < T р Wiener 过 程 ， 且 与 W а,Ь л, 


T 
| Еа (ағ < ос (6 — 67) 
0 


MI] 
(1) ТЛЕ п] My ВА А = (Arz), Beh B — (Biriz), Bet), t < T 


满足 
AlE) = B(a,|Z2) (6 — 68) 


BE) = y bt (ы) (6 — 69) 


(2) 存在 一 个 Wiener 过 程 W = (W,, FE), t <ç T ER Е 2036 
+ W 的 扩散 : 


L і 
E = 64 / А,(8) ds + J B&W, (6 — 70) 


如 果 还 假定 Yt < Т, bw) > 0,а.5., W) W, є FF, 此 时 FE = 
FW <£ T. 
证 明 1) 由 (6-67) APRA t < Т, Ее (ш) < сс. 由 
引 理 6.0 FERME А = (Alr) Б, 使 得 
А‹(&) = Е(а |7) (6 — 71) 











=- е6 шойт ДИМ Сз o o 
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.为 了 证 明 (6—69) Ж, REIH 52 є FÉ. 为 此 考虑 Ito МЯ 6 ЗЕ 
AEE, ШВП |O,z] 区 间 的 有 限 分 制 zp 0 =-= a < < < 


t 
Kl = f мд (6 — 72) 


事实 上 ,上 趟 左 端 定义 为 下 面 和 式 当 分 割 的 直 经 бл, 全 max- 


t| — 0 时 的 极限 : 

п—1 2 Raf fih i 
Em "| = в( jas) 

> [esa -6 (f a(d 


j=0 


nl | йл 
+2 5 ` | f „шай, | f ом) 
3=D ži 5 
nl j+ 2 
+), | Í b, аи.) 
j=0 N" t 


容易 验证 前 两 项 依 概率 趋 于 0, 而 第 三 项 由 Ito 公式 


3 ( ү „шаи, | 


j=0 Nb; 


一] 


йўл п-1 refa 8 
= Боаз + 2 | bt ми.) b,(u)dW, 
> |, wasi = j 人 
{ 
| 一 f Bds + 2 f fa(s)b,(u W, 
0 0 


其 中 fal) = | Баит < s < a, 而 从 


f Jele (uds < (max; sup " n f2(s)) f b° (w)ds > 0 
0 r s ч ki а Реа. 0 8 


=ч ли. a" = Tr ыг лш л ы гүз u. m. amr. p UU. ú "YP B” Eñ. a" чм, "a ЫР" Tarah kaj" Wah d k'a, ЫТЫ k u = 


m eua A 


一 чыз mara, n au Tr 
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可 推出 


t 
Í 六 (speed — 0 
Ü 


Ё 
这 样 (6 — 65) 式 得 证 , 从 而 Yi <T, / b?(w)ds є FÊ. 由 5.4 引 理 ， 


存在 一 个 过 程 B = (Bp FE) s < t, t149 B2(w) = Ь2(ш)а„я., 而 又 由 
6.0 引 理 ， 存 在 可 测 泛 函 (В, (ж), be), 使 (6 — 66) 式 成 立 . 
2) 考虑 如 下 定义 的 过 程 = (т, FÉ) 


і 
т = С, — Eo — f AslE)ds (6 — 73) 
И 
停 时 
Tn = inffi : [ вкд + sup [Hs] 2 n} ‚ inf = оо 
以 及 о? = т". 可 以 证 明 n" ЗЕН. dek E, 
t 
E(P — PMZ) = E | f леха) леза) 
Ё 
+E ( f Frapu talw) айыл) 
£ 
= E(f хова) - A (0178) dul7 ) 


кк [е (f seodmuFsj |2$] 
= 0 
而 由 Но 公式 ， 


Ёт АТА А 
(mr) = 2f 7), Чї} +Í беш )аз 
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所 以 


Ат. 
< z= / В: (£)ds 
考虑 W = Wa Б), < T Зр Б: 
Ё Ё 
W,= | віз, + | п-в в,а, (6-7) 
0 0 


对 eW, 应 用 Ко 公式 ， 再 取 条 件 期 望 ECFE), З n — оо, 


得 到 
Е (eW: -Wo FE) — e (2 /2)(t—a) 


于 是 W 为 Wiener 过 程 . 
H (6—73), 


J | В.(&)ай, 
- f в, (EBE (EdE, — f ' B,(OBF(OA,(Ods 
+ Í B, (ÐU — Blé) B+ (edv, 
Ü 
= f "вв (дё, — f B,(€)B+(E) A, (Eds 
= & — Ép — J А„(&)ав — G (6 — 75) 


其 中 G= / а B,(OBF(O] dn 关于 FË” 为 局 部 平方 可 积 坎 
ü 
He 


ТАТА 
Езвир; «т л < 4Е J (1 — В+ (2))В2(2)аз = 0 


Te 
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所 以 
P (sup,çə tl = 0) < Pla < Т) — 0. 


于 是 (6 — 70) 式 得 证 . 7724 B(w) > 0, 则 由 的 定义 (6 — 74), 其 
第 二 个 积分 为 0 И, e FE, 此 时 ZV = ZE ЖОЙДЫ. D 
下 面 是 to 过 程 测度 关于 扩散 过 程 测度 的 绝对 连续 性 ， 它 是 
6.1 定理 的 推广 . 
6.16 定 理 设 £= (G, < T JE Ito 过程 ， 满 足 


dé: = a,(—)dt + B,(£)dW, (6 — 76) 


而 扩散 过 程 5 满足 


йн = A,(m)dt + B,(n)dW,, о = ёо (6 — 77) 


to € Жо,ав. 有 限 . ЗЕН. 

(1) A(z), B,(z) 满足 Lipschiz 条 件 与 线性 增长 条 件 ， 使 得 方 
程 (6 — 77) 存在 唯一 的 强 解 . 

(2) Yt < Т, 关于 a, (eo) 的 方程 


Во; (ш) = аш) — A, (8) (6 — 78) 


存在 有 界 解 . 
(3) 


(оо < =] = 1 (6 — 79) 
0 


(4) 


+ 
FE exp (-/ GË (z2)dVW, 一 5 f о# ом) = 1 (6 — 80) 





285 


则 He ~ Hy, В. 
бя с) = Еехр{— f chaw -Ef айша | I 
d OTE P T h ч То A т 
| (6 — 81) 
证 明 ”首先 (6 — 78) 式 有 解 
(ш) = В; (fal) — А„(©)] (6 — 82) 
Вг), B,(8) Z O 
аа в r ROFI |, 
0, В, у = Ü 
А t 
Z, = exp (-/ G | [uu)dW, -3f оа) 
арР = ZrdP 


由 (6 — 79) 式 及 Girsanov 和 定理 
W, = Wi + f а(ш)аз 
0 
是 (О, Z, (Ж), Р) 的 Wiener 过 程 . 和 容易 验证 
E t 
т + f А,(©з + / B, (EdW =& 


这 表明 & 在 测度 P 下 满足 n 在 测度 P TETE (6-7600) IN 
”此 它们 同 分 布 ， 即 VA є Br, PE € А) = P(n € А). 这 样 


m (A) = Ë(€ e A) = / 21(0)арР 
(олё(ш)Е A) 


= f. El Zr| F$ |e=r dg (z) 
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所 以 Hn < Hg- ШЕШ 6.1 可 证 明 He < Иң, 事实 上 ， 由 (6 一 79) 
式 可 知 P(Zr = 0) = 0, 于 是 = Z7! , P-a. SVA € Bi, 


pel A) = P(w: £ € А) = / FFrldP 
{EEA} 


= | Б!Р 
{EEA} 


= Í. E(Z7 |F$)le=sdpn(z) 


= | Ë (ze Fim (a) 
C] 
例 ， 设 扩散 过 程 
dë = &(dt + 4й,),& = тюй = mdW, 
其 中 Pim = 0) > 0, Д] 

20) = (1 — nong) + ninr 

ае) = (1 – 667) +& ет) 
өлге #6 为 扩散 过 程 满足 

d£, = а,(&]4{ + В,(©\)дИ%,б = тю (6 — 83) 


扩散 过 程 ;仍然 满足 (6 77) А, 6.16 定理 中 的 条 件 (1), (2), (4) 


ME, E 
T 
P (f [B+ (Е)а„(&)]?аз < >J 
T 
= P | f [B+{E) As (E? ds < >) =1 
Ü 
则 pe ~ jn( 对 比 定理 6.1 的 推论 )， 


TAE = ехр{- f (BEE [aa (8) — A,(@)ldz, 
1 Т + 2г.2 2 
+5 Í BOPO — АӨ} 
TE) = ер Í BEP les — A, (lan, 


-E Í (B elde - А0) 
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(6 — 84) 


(6 — 85) 


(6 — 86) 


证 明 ”注意 定理 6.16 中 oy(w) 此 时 应 改 为 oy (6), 从 而 (6—81) 
式 中 的 指数 式 为 FÉ 可 测 ， 所 以 有 (6-85) Ж. ЕЖЕ ue ~ ps 以 


及 


T 
/ (B+ (E) las (£) — А„(©]В?(Е)аз» 


T 

< / (B+(€)) (а, (8))?аз 
T 

< / (e ,(6))2ds < ос 


保证 了 (6—85). (6—86) KH ЭНД Н Ж X. 
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THAN у ERRA. 
6.18 定 理 要求 6.16 定理 中 的 扩散 过 程 了 满足 dm = A,(mdt+ 
В.(п)ай, ,6.16 定理 中 的 条 件 (1), (2) WE, H 


T 
(оао + АЧ» < o) 
T 
= Р | f (Ву (mY A30) + А; ()] ds < >J (6 — 87) 
Шон; ~ B a, HETE R- N 导数 由 (6—85) 24, (6 — 86) 式 给 
tH. 


证 明 Bh, TXAR [2] 定理 7.19, 在 那里 还 给 出 多 维 情形 的 结 
Ж. 口 


| 


第 七 章 ” 滤波 、 内 插 与 外 推 


本 章 以 介绍 滤波 理论 为 主 ， 同时 也 涉及 内 插 与 外 推 . 

在 一 个 随机 系统 中 ,我 们 认为 系统 的 状态 接受 各 种 随机 干扰 ， 
所 以 它 的 状态 方程 为 
dX, _ 
Er 一 alt, Xa) + bít, KoM 
第 一 项 表示 系统 的 物理 的 确定 性 特征 ， 而 第 二 项 表明 系统 的 随机 
Е. 其 中 N, ЖЕНИ, 它 被 认为 是 一 个 相互 独立 ， 且 同 
服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ， Ito 认为 上 面 的 状态 方程 可 用 随机 微 
分 方程 

dX, = alt, Xeydt + b(t, Х,)аВ, 

来 描述 ， 当 然 实 际 何 题 是 否 可 以 这 样 描述 ， XX Wu SE TE Pi k, SR H R$) 
结果 与 实际 数据 的 吻合 来 判定 . 一 般 系统 的 状态 是 不 可 观测 的 ， 
而 观测 到 的 过 程 s, 也 受 随机 和 干扰， 同样 用 随机 微分 方程 来 描述 : 


dé, = elt, X,)dt + Yit, Х,ай, б = 0 


假定 Xo, Bt, Wi 相互 独立 . Ф Z = alkut < s), 它 包 含 了 当前 时 
E s 之 前 所 获得 的 全 部 信息 . 我 们 要 根据 观测 值 5,0 < s, 求 得 
x, 的 最 优 无 偏 估计 Xt, 即使 得 


ш ЕХ, – Xil (7—1) 
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亦 即 通常 所 谓 的 最 小 方差 无 偏 估计 
= t= s 时 ， 所 论 的 问题 称 为 滤波 ， 当 t < s 时 ， 称 为 内 播 (也 
称 平滑 ) ， 而 当 上 > s 称 为 外 推 (也 称 预 报 )， 


ш 
M = (Y e DP'(P): Y e F$} 
首先 我 们 有 滤波 的 基本 定理 ， 
7.1 定 理 


X, = E(X,|Z$) = rul Xe) 

这 里 及 今后 rr 均 表 示 从 Hilbert 空间 Г2(Р) 向 子 空间 H KRE. 
证 明 首先 EFE) e Т}. 而 且 对 于 任意 的 Y, e ТЇ, 
E(X,- И)? = E(X, ~ EGIF? + E (EXAFS) 一 2 

+2Е(Х, 一 E(X,|72))X(E(X,]ZËŠ) — ү) 


> E(X, 一 E(X FEJ) 


ЕХ.) 满足 (7-1) 式 . 其 次 我 们 可 证 明 条 件 期 记 E(X,|Z#) = 
тиХ,. EXE, тих, є, НЕШЕ ТЕЗЕ, 


МҮ ЄН, ЕҮ(Х – тн(Х,)) = 0 
特别 取 了 = la, A € ZŠ, WJ 
/ Х,АР = J ти(Х,)ар 
А А 


所 以 wn (Xi) = E(X,|#Š). 0 
定理 表明 ， X, 的 最 小 方差 无 偏 估计 就 是 条 件 期 望 БХ), 
也 就 是 X, 向 子 空间 Н 的 投影 .下 面 详细 地 推导 X, 所 满足 的 随 
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机 微分 方程 ， 在 离散 时 间 情 形 它 就 是 -种 递 推 关系 我 们 先 讨 论 
一 维 的 线性 滤波 向 题 ， 


371 线性 滤波 
假设 系统 状态 与 观测 系统 满 忆 


dX, = a(t) X idt + Кал ае ҚЗ") є Rrxp 
{м = A(t)X,dt + В(2)ау,, Ae Еп" B(E) € pmxr 
(7-2) 

其 中 U,, V, 分别 是 py 维 Brownian 运动 两 者 相互 独立 . 

假设 上 述 的 a(t), Мт), A(t), B(t) 均 为 一 维 的 确定 性 函数 Н 
0,7] 上 a(t), A(t)Lebesgue 绝对 可 积 ， 而 02), B(t)Lebesgue 平方 
HER, & = 0, X, 正 态 ， 且 与 U,V 独立 ，B(t) > C > 0, 这 些 条 
件 保 证 了 Vt, EE < oo, ЕХ? < сс, 

下 面 分 几 步 来 讨论 线性 滤波 问题 . 

l. Ф б = (€, t) AEN o TOS (w) +. сае, (w) 的 线性 
组 合 在 L2(P) 上 的 闭 包 ， 其 中 cj 为 常数 ，0 < sg, < 我 们 要 证 明 


Ë Š me (X,) = тс(Х,) (7—3) 


ЖЕЙ АЕ ДЕЕ НЕН. 
2. 用 更 新 过 很 Ar 代替 G, 


{ r 
Rale / (АУД (7—4) 


其 中 АХ, = meu, a (A(8)X, ) = А(в)5„, 我 们 要 证 
”上 与 下 面 的 W, 部 称 为 更 新 过 程 . 
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(1) N, 有 正 交 增 量 . 
(2) L(N,t) = L(£,¢t). 
从 而 
X, = {мн Ж) (7—5) 
З. 解 线性 随机 微分 方程 


аХ, = a(t)X,dt + аг, (7 — 6) 


4. 5 


ай, = (7—7) 


БФ 
往 证 W, 是 一 维 Brownian 运动 ， 而 且 FY Š c(W,,s < t) = z£, 
因此 称 W, 为 更 新 过 程 . H 
£(N,t) = LW, }) 
从 而 
Ў, = nana (X) = тоор (Ха) 


= = Ex,+ | 2 —E(X,W,)dW, (7—8) 


5. 最 后 得 到 关于 滤波 X, 的 方程 以 及 关于 滤波 误 盖 的 Riccati 
方程 . 
下 面 逐步 实行 上 述 的 5 个 步骤 
7.2 引 理 (RE X, R Ens < ТР ЕНИН, Н (Xrti) 
联合 正 态 ， 则 
X, Š nul Xd = т(Х‹) (7—9) 
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EA 19 Ê, = EXIF) iE á = руа 
二 进 制 分 割 о Ü <d <24.-.. < 9në = t. А6, обе 1 € 
J < 2"), PRH n> oo 时 ， Z: t 22. 于 是 


А. > п Е(Х 7,0) 


在 定理 的 假设 下 ， (Xe fo, ёз, е smg) KEES, 因此 由 回归 的 
线性 性 ， 


н н 
ЕХ) = Уон 


3==0 

而 由 平方 可 积 性 ， 

m 

X, = Li.m У bs 

j=0 
这 说 明 X, = mX € C, fi X, = X, Ӯ, 5 HEX, ¥5LE 
Ж, RERE X, = z.(X,),(7 — 9) 式 得 证 ， 也 即 此 时 的 线性 无 偏 
佑 计 就 是 最 小 方差 无 偏 佑 计 . 口 


下 面 的 结果 保证 了 7.2 引 娃 的 条 件 成 立 . 
7.3 引 理 М, = (X,,&Y € Н? 为 正 态 过 程 


证 明 
эч в) OV ух, 
ам, == = dt 
dk = ) g 
у) о 
+ dB 
ы, 


= H(t)M,dt + &(®авВ, (7—10) 
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其 中 


由 Picard 逐次 通 近 法 
t Ав 
MH = Мо + [ Н(з)М?да + / к(в)аВ„, Mo = 
0 0 {) 


可 以 归纳 地 证 明 MP 为 正 态 过 程 ， 而 МА 2 Ma 故 M, 为 正太 
过 程 . 口 
下 面 要 讨论 LET) 的 随机 积分 表示 ， Vf ELT), 由 于 


Е | J 7 roae) 


T T i 
— cf 人 кодлох + f ловови) 


= Е | / I О) +Е | f I ковани) 


T 
+2Е | Í + f(t) Alt) X,dt Í soroan) 


中意 到 X, e FU 与 (W) 独立 ， 因 此 上 式 第 三 项 为 0. 对 第 一 项 应 
T 

用 Schwarz 不 等 式 以 及 X, 作为 上 的 连续 函数 E Í х? < co, 

下 在 第 二 项 中 应 用 Tto 同 构 ， 不 难得 知 存在 常数 A, A 使 得 


T 2 т р 
А, ў Р) < Е и йде | < As !! Padt (7-11) 
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7.4 引 理 
T 
CET) = |° + / 0а, : f e LO, TT), co € 3 


证 明 ” 记 右 边 的 集合 为 NET), 往 证 
(1) N(&,T) € LET) 


(2) N(£, T) 包含 一 切 形 如 oo 十 Cl 和 H+H enkt 的 线性 组 合 ; 
(3 N(E,T) = L{E, T). 


(1) 当 了 为 连续 函数 ， 则 由 
T n2” 
[ ла = im AEE = Ea) 
j=l 


可 知 ， 而 一 般 的 Borel ARAT НЕ ОЕТ, HE. 
(2) 由 于 


п п n=l ж” 
У вё) = У сд; -> Í cj dé: 
}=0 i 


1=() J=1 5 


Tn—l 


s] Şila (HdE 
о 50 


其 中 cn = бо, зд = с; = Cj 了 = l, n, Аё, = без Б Ét; - 
(3) ATEA g € LET) 由 (2) 它 可 表 为 


Т 
g = Li.m [e +Í дв ‚ fat) Є LO,T) 


T T 
由 (7—11) È, 每 个 co+ J falide e І2(Р). 从 而 | J мов 


| 为 L2(P) 中 的 Cauchy 序列 ， 由 (7 一 11) Җ, {00} # LO, t) 
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上 的 Cauchy 列 ， 故 存在 fC) e LIO, T], 使 
T "ү. 
J 大 (de 22, / f(t)de, 
Ü Ü 


这 样 ，9 e€ N(6,T), 从 而 (е, T) C N (6, T). Ü) 
7.55 |H 
(1) N, 有 正 交 增 量 ; 
(2) ЕМ? = Í В?(в)4з; 
(3) L(N, t) = (€, t); 
(4) М, 是 正 态 过 程 . 
证 明 (1) 设 sa<tY eZL(e,s), 有 
E(N, — N.)Y 


Ë 
8 


=E ( / | A(r)(X, — X.) dr + | в(т)ду,) y 
= И | A(r)E(X, — X.)Ydr + Е ( / | Br)av; ) Y 
sE (Г Ban) EY (7-12) 


Ё 
这 是 因为 X, — X, LLE, r) d LC(E,s), 故 第 一 项 为 0. 由 于 / B(r)dy, 
€ o(W.,r > з), ПУ € e(V,, Vr < s), 所 以 积分 与 独立 . 
ЭШЕ К = Ny — Ny, Vt <u < 8 < t, [7 一 12) 式 表 明 №, 有 正 
ИЩ. 
(2) 由 Ito 公式 


Ё t 
ENP = E fi 2N,dN, + / В? (a)ds 
Ü 0 
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š 
由 ,的 正 交 增 量 性 ， 第 一 个 期 望 为 0, 从 而 ЕМ? = Í B2(a)ds 
(3) 由 Ni = 6 — [  А(в) 2,48, Ñ, є (6,9), 可 见 LN, t) C 
Ü 


LED. 往 证 反 和 包含 ， 由 于 A(r)K, = E(A(r)X,1ZF) Є С(&,т), 因 
此 存在 gir, з) € L2[O,r), 使 得 


д), = + f оа) 
于 是 
/ лам, = Í fas, — f А), 
-f f(adés 一 fír) | [+ (т, леве, as 
_ f f(r)erdr 
-[ o- f дат) ak 
е ] деде (7-13) 
由 Volterra 积分 方程 理论 ，Yh€ L2|[0,t], FE J E L20, t, 使 得 
fo- | Fg, aàr = Мв) 
WE h(s) = Fo+)(8),0 < h < t, Wh (7-13) 43 


/ J J fN, = h, 
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于 是 LE t) C C(N,t) 得 证 . 
£ 
(4) HA N. = А ad A(s), ds， 注意 到 X, 是 形 如 c + 


Cin 十 … 十 Chto,,8; St 的 均 方 极限 ， 故 (X... X. t; < t E 
合 正 态 ， 从 而 N, 1E25. Г] 
7.63| 理 W, 是 一 维 Brownian і, Fi) = FÈ, 
证 明 因为 
(1) W, 轨道 连续 ; 
(2) W, 具 正 交 增 量 ; 
(3) Wi 服从 正 态 分 布 ， 
(4) EW, = 0, 往 证 EWW, = tA s. 
为 此 ， 由 Io 公式 


аЙ: = 2W,dW, + dt 
由 W, BE 3388 EW, = t. 所 以 当 s < tt, 
EW,W, = E(W, – W,)W, + EW. = s 


因此 W, 是 Brownian 运动 . 口 
由 以 上 引 理 ， 我 们 得 到 


X, = ner nx) (7-14) 


为 证 第 二 个 结论 , 我 们 只 需 证 明 ЛД = F$. 由 (7-4) R, EIB ZË c 
及 .而 由 X, € teea lXa) € ZË, (7-4) 式 表明 6, e FN. 所 以 我 们 
称 W, 为 更 新 过 程 . 
现在 我 们 用 4.6 定理 的 方法 解 线性 系统 
dX, = a(t) X,dt + К), Xo = ж 
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得 到 
Ё 
A = Хей a(s)ds -f b(s)ef, а(н) деду, 
Ü 


É 
= аЙ арт + J al- atuduh (pd, (7 ла 15) 


Ё 


于 是 
ЕХ, = Е Хе а(а)дв 
记 co (t) = ЕХ, 则 
e (t) = a(t)eo(t) (7 - 16) 
而 且 
E(X,|Z,) = Koel 0089 


TĒ, 


E(X,(X, — 2.) = E(E(X,|Z,)XX, — Х,)) 


= ali aludu Sí sç) (7 = 17) 


其 中 S(a) = E(X, — X,)2 为 估计 的 方差 . 
Т.Т EB (一 维 Kalmann-Bucy 滤波 方程 ) AEREI 
波 向 题 : 


线性 系统 

ах; = a(t) X dt + bit) X dU, alt) € Rn 00) є RP 
观测 系统 

dé; == A(t X, dt + B(t)4V;, A(t) € "Хх", B(t) с "х" 
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则 最 佳 线性 滤波 X, = E(X,|Z5) 满足 


4#, = | а() – A0) fedt + A ад, 








В°@) B2(t) 
y= EX (7 — 18) 
其 中 涡流 误差 S(t) 满足 Riccati 方程 
ds A?(t) 





<= = 24(8)9(8) — з (0 +000), 5(0) 


= E(Xo — E Xo} (7-19) 
证 明 в (7-14) 式 及 7.5 引 理 ， 
X, = map, (X) 
= аф + / ad 本 ,Ge (7—20) 
RAAH co (t) = ЕХ, = EX,. 由 
Х-ХІ, 0) = X, - X, 1 f | fadW,, (vf є r O, А) 
所 以 
E (х, / i fod,) =E (£ J | Foa.) 
; ' 
-E ( / C(t, s)aW, Í f(s)aWw, ) 


š 
3 J f(s)G(t, sjds 


特别 取 f(r) = о.) (т), 则 得 
E(X,W ,) = a (z(t,r)dr 
0 


这 样 (7 — 8) 式 得 证 . 
由 于 


тж. [С {м Ав), _ ç 
4 


E(X,W,) = f | 4 EX,(X, — X,)dr 


_ [' ASCE) ү arar 
= | Вт) ef- dr 





对 比 (7 21) 式 ， 则 得 


А(а) 


G(t, в) = By Sel a(r)dr 





„+. -hhkkk š ныштын 
dX, = c (D)dt + G(t, DdW, + J AC S) ар, 


= alt) X,dt + Аи а 2 dW 


= (в (p) — а aÉ] AS ag, 


Ви) 
(7-18) 式 得 证 ， 
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(7—21) 


(7 — 22) 


往 证 S(t) 满足 Riccati 方程 (7 一 19). 由 
S(t) = ЕХЇ— ЕХ? = T(t) – (ЕХ)? 一 J i С2(з, ав (7 ~ 24) 
0 
AF T(t) = ЕХ2. 而 由 (7-15) 式 可 得 


t 
ТО) = eh a()ds g X2 + f e? J, advi? (s)da 
Ü 


从 而 
0 = 2а(#)е? Ñ olode E X2 + b2(t) 
t 
+ f 2a(t)e? «200862 (a)ds 
Ü 
= 2a(t)T (t) + b2 (t) 
КА. (7 — 24) д, 
dS dT 
= 10 = 2(EXð alt) = С, t) 


-f 2а Žal t)d 
i 8, 3 s,t) ds 


Е A HS? (2) 
= 2a(t)T (t) + P(t) — 0) _ 
t 
_9 / С? (s, t)a(t) ds — 2a(t) (E XY 
Ü 


A2(t)S2(t) 
B2(t) 





= 2a(t)S(t) + b° (t) — 


四 
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对 于 多 维 的 情形 ， 我 们 考虑 + ! 为 正 态 过 程 


(X,,&) = (X(t) :- X (t, (8 (%), ,DDO < t < T 


满足 


2 
dX, = [ao (t) + ai (t) X, + ax(t)€,]dt + > b ,(t)dW; (2) 
1 


dg, = [Ao(t) + АХ, + А00) + 5 ` B,(DdW;,(t) 


其 中 И, (0), WO 为 两 个 独立 的 Wiener H, rob 与 Ил, 
独立 ， 在 [0,T] 上 a(t) Alt) 的 元 素 绝 对 可 积 ， biit), Blt) 的 元 
Ж жа. 
7.8 定 理 ”在 上 述 假设 条 件 下 ， 
dX, = [ao (t) + a) (t) Xe + ao (t)&)dt 
+[(b o B)(t) + 5(0А1(001((8 ° BAY? 
х |а, — (Ao (t) + А (D) X, + A(t)6,)dt) 
50) = a (8) S(t) + S(t)a1(#) — [(b o B)(t) + S(#)A1(8)] 
x[(bo B)(t) + 5(2)А1(2)]" + (b o b)(t) 


并 且 有 初始 条 件 Xo = E(Xoléo) 及 S(0) = (S;; (0), 
S; (0) = Е[(Х;:(0) 一 K, (0))(X;(0) — X,(0))"] 
其 中 
(bo b)(t) = bi (Ы) + b>(#)b2 (t) 
(bo В)(#) = b (t)BI (t) + balt) BS (0) 
(B o B)(t) = В. (t) Bi (t) + B>(t)B2 (t) 
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(证 明 见 文献 [2] 定理 10.3) 
文献 四 的 810.4 还 给 出 了 当 Вов 退化 时 的 处 理 方法 ， 这 在 
实际 应 用 中 很 有 意义 . 


67.2 ” 非 线性 滤波 的 一 般 方 程 
现在 考虑 非 线性 系统 
非 线性 系统 
dh, = H(t, w) dt + dY; 


观测 系统 
dé, = A,(o)dt + B,(£)dW, 


(7 — 25) 


其 中 (Y Fit < T УЗАЛА, 


T 
P [Í 1А, (07) |8 < =) =] 
T 
Р (/ вй < э) Sl 
ü 


EË B,(z) € B,, A, В 满足 Lipschitz 条 件 与 线性 增长 条 件 ， 保 证 
T 
& 作为 上 述 方程 的 强 解 而 存在 ， 而 jJ Н йө, Века. 


А 


ХРРЕЖЕВ НЈУ л = (mAht < T, 我 们 记 min) 
Е( 12). 于 是 ， he = т (А). 
Т.Ө EE (最 佳 非 线性 滤波 方程 ) 在 上 述 假设 下 ， 如 果 


Supo, cr Ë hZ < oo (7 — 26) 


T 
Е | Hidt < оо 
Ü 


T 
HIA, OO 
Ef A jdt < 


B2(z) 2 C > 0 
ДЖ Ж ЗЕЕ Jy Ж 


dm (h) = mH jdt + (m (D) 
+ [m£ (hA) — m (hyn (А) B; (©) } dW, 


其 中 W, 为 更 新 过 程 ， 满 足 


= _ 98: — me(A}dt 
k SEE: 


而 р = (Di, Fe), 满足 


_ d<Y,W >, 


Р, КТ 


在 给 出 定理 证 明之 前 ， 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 
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(7 — 27) 


(т — 28) 


(7 — 29) 


(7 — 30) 


(7 — 81) 


(7 – 32) 


T 
7.10 引 理 对 于 适应 过 程 (pu, 7), ШЖ J Е|р‹|4# < оо, W 


Зо 代数 8 C Z, s 


E (f masio) = Ж 


证 明 ”考虑 任意 的 有 界 随机 变量 c 0, 由 Fubini 定理 
Е Ë ( / pdalg]] = Е (2 j pada) ы / Ер, А)ав 
= | E [XE(p,|9)] ds 


= Е a ваа 


X€ Ç BTE, SEHE. H 
7.9 定 理 的 证 明 由 条 件 (7 - 28) 式 ， (7 – 29) 式 推出 


T 
/ E|A,(e)ldt < ос, |8,2) > VĒ > 0, 


故 由 6.15 定理 可 知 (W, ZË) 是 Wiener 过 程 ， 而 (7 - 29) 式 保证 
了 HST, I =. FE 


d£, 一 Шу (А)ағ + В,(Е)4їў, (7 == 33) 
因此 


t 
п) й- 6 ( / назі) + EYF) (7-30) 
HREN 5.13 ER, р (milho), ZŠ) 可 表示 为 
Ë 
mitha) =з + [ gO, (т — 35) 
心 
T 
RHE / |gh(@)|2ds < оо, za (h) = E(ho|ZŠ). 由 5.22 定理 ， 平 方 
TRR (EIFE) FË) 可 表示 为 


E(Y;| FÉ) = / OW, (7 — 36) 


| 


| 
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T 
оке Е | 197 (6912, da < оо. 利用 7.10 引 理 可 以 证 明 


| 


(чан) - [sansata e) 
ЖЕЛЕЗА. АСГ 
(| н.а) - [ zmas = [ zea, (т — 37) 
由 (7 — 34) 式 以 及 (7 - 35) 式 ， (7 — 36) 式 ， 我 们 得 到 


к.) = ma(h) + Í к,(Н)аз + Í (ОА, (7—38) 


T 
式 中 (6) = gE (E) + gE) +9800), E Í lg (E) < оо. 往 证 : 
ЦЕ) =m (D) + [w (hA) - sQ) (А) Ву) (7-39) 
і че t Di 
nr= | „(Еа = / EdW a Ж AOL < СОЁ 
0 0 


数 ) ， 则 


Ep, = E ] (бм, lt)ds (т — 40) 


将 它 应 用 到 


у, = Talh) — то{Һ) — J т.(Н)ӣз 
注意 到 E(z,|Z6) = Zo = 0, 故 


Ezvro(h) = ЕЕ) = 0, 


以 及 
Ez f Ts(H)ds =f E [Zin {H)] аз 
== [ғ [т,(Н)Е(®,| гї) ds 
= /  Ez,m Hyds 
0 
从 而 


Eiz: = Ен (h) -f Ez, (Hds 
É 
= Ейт) – | Ele, (Hrs 
і 
= Е k ы / наз (7—41) 


dE, 一 dfs — z, (A) ds А„(ш)— Ааш) — n (A) a 
v=/ By Mt + kE” sa 


{ 
记 Zt = Í A, (EdW, 从 而 


77 + | мо 00) ағ 


| (17-41) 式 ， 


Ер? = Bh- Í ,Hds) 
= Í “Hb 
LE [һ f " pis zalfas a! 


Е [ | A noema umas) (т — 42) 


过 程 (2, F) МАЛИ ЗЕЛ "ГАЙ, 
Enho = Е(ҺЕ(2|Х)) = Ehaza = Ü 


t è і 
Е | 2,.Н,.дв = Е | (Е(2.17.)Н,)аз = Ё (af Hads) 
0 0 0 


于 是 


Е Ë 一 [ а,в = F ЕС — ha — [ н.) 


= Ez,Y, = E < z,Y >t 


-rf aa 28 1557284, 
-E| АР, 
[ (Е)Р,„дв 


-Ef ‘Mle Dds (7 — 43) 
0 
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计算 (7 — 42) 式 的 第 二 项 ， 
t = 
Е Ë / ^,(©) 20-0) ш as] 
_ pf pa hsAslw) 一 hem, (A) 
- в одо) hur, 
; 34.00) — z, (А) 
+Е Í. „© ~ һа), 


= ef а 2 TAAN Tm (hA) А) 48 


А,(ш) 一 Tal A) 
sf As (EN h 2 №) Be ds 
由 于 
二 f mas (n 一 Y) 


m EY — YF.) = 0, 因此 


z 
Е | A: (6)(h; ma 


-of [vo el 


这 样 由 (7—44) È, 
E Ë / | „ө 00 


i B Д 
= Ef м) тА) а, 


+в f | [до т адаы на 


(7—44) 


(7 — 45) 
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由 (т—42)Җ. (7—43) T- 45) 式 并 对 比 (7 — 40) 式 ， 我 们 

得 到 

т,(ҺА) — m (h)z (A) 

В,(5) 

由 (7 — 38) ЖЖ (7 — 46) R, 定理 得 证 ， 口 
79 定理 是 最 佳 非 线 性 滤波 方程 ， 它 应 该 适用 于 线性 滤波 的 

情形 ， 将 (7 一 25) 式 与 0 2) 式 比 较 ， 则 有 h = Xn Hit w) = 

a(t) X,, dr = Каа, Аг(ш) = АХ, Belé) = B(t), D, = 0. ЌЕ 

们 代入 一 般 的 滤波 方程 ， 则 得 到 


gal) = nal D) + (7 — 46) 


dm (X) = a(t)x| (X)dt + A(t)B(t) 1 [m (X) 一 (z, (X) АУ: 
(7 — 47) 
六 样 , 渡 波 方程 明 到 了 非 闭合 性 的 困难 也 就 是 说 为 了 求 mX) = 
E(X,| ZŠ), 却 要 知道 比 它 高 阶 的 条 件 怎 阵 EXAFS). 特别 为 了 求 
出 滤波 的 误差 


x = E [CX — вО) 
我 们 从 (7 -分 式 ， 由 Ho 公式 得 到 


t 
X? = X + J а„(ш}Ча + zt 
0 


其 中 


aalw) = 2а{в) XŠ +p? (s), Жа, = [ 25(3) X dU 


由 滤波 方程 (7 — 30) 式 ， 我 们 得 到 


ал{(Х?) = [2а(Ф)л,(Х 2) + (dt + AHB (Hr (X°) 
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-mX mX], (T 48) 


WREED T ERE M RE ED HI ip НЕ. 这 个 困难 在 
7.2 定理 的 框架 下 得 到 了 解决 . 这 是 因为 在 (Х,,5) 联合 正 态 的 条 
ЕТ, m(XP) = БОХ) 可 用 m Š m(X), mX?) 来 表示 特 
别 地 ， 
mX?) 一 mami X?) 
= EIXE (Xi — m,)|2#] 
= E1(X, т) IFE} + отав { (X, ~ ти) ) 
+т?Е Ix, _ т} 
= fm (X Yr (7 — 49) 
其 中 
w = E |X: – тул] (7—50) 
为 滤波 的 条 件 误差， 于 是 由 (7-5) 式 ， 我 们 得 到 


2А (Eme 


i= a e та 


ай, (7—51) 


因为 滤波 方程 也 可 写 为 
dm, = a(t)m dt + AHB- (ty Й, 
由 Ito 公式 


dim)” = 2m,|[a(t)m,dt + АЫ) aW.) + р 


БЇ dt 
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T = = z (X2) 一 m?, 于 是 可 推 得 Riccati 方程， 


йү 
dt 





= Zlin – Еа 十 也 的 (7 — 52) 


由 正 态 相关 定理 可 以 证 明 在 7.7 定理 的 条 件 下 ， 
ye = SU) 


因此 ， (7—52) 式 就 是 (7 一 19) 式 . 事实 上 ， 因 为 (X, 8) 联合 正 
£, 令 FË. olip igph APO = t < t < -:: < tr = t. 
MA Fin t ZË. ШЕ ЕХ? < оо, 若 记 тр = E(X.|ZË,), 则 
dim тр = ma. 而 且 由 тр 的 一 致 可 积 性 ， тї L, m. 由 正 态 相 
关 定 理 


E [0х, - me) „| = Охх — Рх4Р Юу 


Жн £ = (Em, Са" п). HJ тү = mx + Dx, D: (€ — пы), 因此 
可 算得 ， 


sn 全 E(X; — m 
= E |x, —mx)— Dx £ D. (€ — те)? 
= Dx,x — Dx Di DX, 


= E [x = тру] 
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从 而 
5, = E(X; — m)? = lim SP 

= іт E [Ce — me rE] 

= lim Е(ХР Л „) — lim (mp)? 

= ЕХ) — m? = Y 

从 上 述 关于 闭合 方程 的 讨论 中 看 出 ， (X,,¿) 联合 正 态 的 候 
设 还 可 碱 弱 为 X, 关 于 ZÉ 条 件 正 态 . 我 们 把 这 种 情形 的 正式 叙述 
125 87.6. 
57.3 27 НХ Markov 过 程 的 滤波 


我 们 把 模型 进一步 推广 ， 假 设 有 二 维 过 程 (X,,&),: < T Š 
Æ: 


dX; = alt, Xi, Er)dt + bi (t, Xa, &)dW, (t)+ 
ba(t, Xi EdW (2) 
dé: = A(t, Xe, E) dt + B(t,6,) аи, (2) 


(7 一 53) 
P(|Xol < оо) = P(|&| < оо) = 1 


其 中 Wi ` Wo 为 两 个 独立 的 Wiener 过 程 . EME git, T. y) 为 a(t, T, y), 
A(t, z, у), 5,2,3), Bt y) i = 1,2 2 f£—, Bi 


| lgl, zy) — g(t, 2, y < Ce — r'|? + jy — у?) 
(7 — 54) 


9 (tT < C(1 + z2 +y?) 
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从 而 (7 — 53) жж Е, НАЗК. м E(X2 十 总 ) < оо 
了 时， вир, «т E(X? + £?) < co, TEH (7 一 54) Ao 


зир, <т F(A? (t, Xi, €e) + B (t, £)) < со (7 — 55) 


这 里 X, 不 可 观测 ， 而 & 为 可 观测 的 过 程 
设 待 估 函数 h = h(t, Xt, Ét), 满足 Е\һ, Х‹,&)| < оо, 往 求 佑 
计 z (h) = E(h(t, Xe EOF) 所 满足 的 滤波 方 种. 


下 面 我 们 还 假设 : 
В?(ъьт) >С > 0 (т — 56) 
h = htn yR. ИЧА ЗЕ (7—57) 
sup Eh? (t, Xi,ét) < © (т — 58) 
ЕТ 
T 
/ E(Ch(t, Ку) dt < сс (7 一 59) 
0 
其 中 
Ch(t,z,y) = = + “talt, z, y) + Albay) 
1 Ә?Һ 
+з (t, z.) m bilt, х,у) 
18h „_„ 82h 
+2922 (Фу) + pry 205 L, y)B(t,y) (7 ж 60) 


Т 
/ E(ht (t, Xn Б) [bi (t, Х,,6,) + b2(t, Xi.) dt < оо {7— 61) 
0 


т OA "о 
| Е(2(0, Хь&)) В? (1,6:) dt < оо (7 — 62) 
Ü 
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7.11 定 理 在 上 述 一 系列 假设 下 ， 
š 

E поб J т, йз 
Ü 


; Tal Ah) 一 п.(А)т, (h) 
+ any + BAD rely) 


8, ,) 


其 中 


d£, — Re Чё» — m (A)ds 
W. =f Ба) | Es) 


为 (F$)Brownian 运动 ， 日 


_ Әһ Әһ 
= Br 2l, +, y) T 250050) 


证 明 H Bo 公式 


É 
hít, Ау, £) 一 h(0. Хә, Eo) a / C h(s, Xs, €s, )ds F тү 


2 f h 
二 Ed 
+ Í Rex £E) B(s, € )dW. 
8 ду yk g | Ga зоя o(a) 
由 上 述 假设 ， (2,5), < T AFHIR, HE 


{ 
< z, W мы J N A(s, Xa, és)ds 
ü 


dF, 


(7 — 63) 


(7 — 64) 
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Ito 公式 
awl = | г (аһ (в, Xa, Ebala, X,, Е) Ил (в) 
0 . 
t 
+ Гидо, Хь) 
! D 
+ (з)ћ’ (8, Xas 6.) Bls, Ea )]dW2 (з) 
T ' h(s, Х., 609, Xn) 
Ü 
+hy(8, Xe Es) B(8, Хе, £ ))|ds 


从 而 


Ze = z |Ws (t) үт [те Xs E,)bx(8, Xa $a) 
+h, (8, Xas £a) B(8, Es)jds 
为 (Z) 0, TE (7 — 64) ЖАНЕ. 应 用 一 般 的 滤波 方程 (7 - 30), 
便 得 (7 — 63) =. 口 
87.4 ”最 佳 非 线 性 内 播 方程 
回 到 57.2 HRB: 
非 线性 系统 
dh, = H(t,u)dt + Y, 


观测 系统 
de = A,(u)dt + B,(€)dW, 
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其 中 (Y, Z), t < T Ж ОИ, 


P f [A (2) |а < х) = 1 
0 
(оа) = 1 


Bs B,(z) Є В, А,В 满足 Lipschitz 条 件 与 线 性 增长 条 件 ， 保证 
T 
& 作为 上 述 方程 的 强 解 而 存在 ， 而 / ЛАН Д 


所 谓 最 佳 内 插 问 题 是 ， 依 观测 结果 Eu < t, 在 均 方 意义 下 求 
得 ia < 的 最 佳 估计 ， 我们 仍然 假设 Eh? > oo, 于 是 最 佳 估计 
就 是 

Ta, (h) = E(h,|Z) 

问题 在 于 给 出 可 以 用 来 递 推 的 方程 ， 这 里 有 两 类 方程 ， 当 + не 
时 ,关于 + 的 正方 程 ,以 及 当 t 固定 时 ， 关 于 s 的 逆 方 程 ， 下 面 是 
EFE 

7.12 定 理 在 $7.2 假设 下 ， 对 于 0gsssgsitgT 有 

Ta (В) = Te (h) 


' E(h Aul FE) — Elha FEJE Au] К у — F 
+Í ы eA ED a, (z — 68) 
证 明 ЖРЕЦ у = (у, FS), 
ш = m, (h) Š Elh) FE), t >з (7 — 66) 


ЯП] 7.9 定理 的 证 明 ， ¿ 可 表 为 扩散 


d& = mi(A)dt + БВ,(Е)аїў, 
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因此 由 7.20 EM, PARR уе ARR 

= mü) а. E ао) < оо 

Е 
о = PEAD — ты) то 


L 
== R 2, = J е (є)ай„, 其 中 NE C < оо, Й 
Е J х (e)g1(e)du (7 — 68) 


由 6.15 定理 的 (6-67) R, 


因此 我 们 有 
Еу = ЕҺ.24 


t 
= Eh | A сай. 


a Te (A) 
+ЕҺ, [xe А ( ЖЕ кш — — (du 


= Еһ,Е a X2(0dW,|>;)) 


f u du 


== ef № (6) Bhs A| FO – тА du 


比较 (т — 68) 式 ， 则 (7 - 67) 式 得 证 . 
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87.5 ”最 佳 非 线性 外 推 方程 


保持 87.2 的 假设 ,仍然 设 待 估 函 数 hh 满足 ЕЛ? < o0, Yi < T. 
外 推 就 是 在 г> s 时 ， 由 观测 值 &.,w < з, 求 最 佳 估计 


Talh) È Ellul F£) 


斯 满足 的 方程 . 
7.13 定 理 在 47.2 的 很 设 下 ， 


Te,alh) = Tio (h) 
+ | (ко) + AG JW. aki 


ч 


其 中 p, = 9972. тте, = B(h|Z,) 383. 


证 明 固定 t+> s,ys = E(h.|F#) APATE, IRERE 
理 


ys = Elhe F$) + f аР, (7 ~ 70) 
心 
T 
E Ё 2 
f (gl (Ө? du < oo 


РИ / А. (АТ, (А < C < оо, 于 是 


Е.Е / ые Edu (7-71) 


而 用 另 一 种 方法 计算 
Eyszs = E(E(h,|75)z,) 
= E(haz,) = E [E(h,|Z,)z,] 
= EZsZa (7 — 72) 
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R RE Í (айл; 它 也 是 平方 可 积 通 、 由 于 


38 s" À, — Tul A 
W,=w,+ | Ze т) du 
Ü 


ulé) 
ДІ m 
_~ f Au x= Tu A d 
©з 一 “Za +f А, (£) В„(©) ч 
由 (7 — 72) z pil 


Eyszs = ЕЗ.2, + Eš, | мад 


ы ef M(6)D, du + у Be) 


~ Ац үз ra (A) 278 
-E f Xu(6ms(Djdu + ES, [ тц (7—73) 


ғғ, | ле Ú и 


= As Ta) a 7 — 74) 
=E Ё МЕКУ.) 5 du ( 


注意 到 El) Fa) = Elfa) 因此 由 (7-74) 式 ， 


уАч = Rul A) 
ғғ, | dalé Мр 4 


А Пас ае 
= в [о AG s 
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这 样 ， 由 (7—72) 式 得 到 


Жыз, = Ë Í ENG (я) + Баа мау) du 


YES (7 — 71) 式 比 较 ， 我 们 得 到 


Е[т, ulh Au 一 т. (A)) FE] 


Jul) < TË (D) B. (£) 


(7 — 75) 
从 而 由 (? — 70) 式 ， 得 证 . Г] 


87.6 条件 Gauss 情形 下 的 滤波 


在 87.2 为 了 得 到 滤波 的 闭合 方程 ， 我 们 假定 了 (总 ,所 ) 为 联 
RES, 而 且 还 指出 其 实 联 合 正 态 可 以 被 所 谓 的 条 件 正 态 所 代替 . 

现在 假设 (N, F, (Fi) Р) 为 完备 的 摄 率 空间 ， W(t), W. (t) 为 
两 个 独立 的 Wiener 过 程 . 

80Sst 入 工 为 两 个 扩散 过 程 ， 满 足 


dX, = [ao(t, €) + aÉ (t, €) X,]dt + bi (t, €)dW, (t) 
+6 (t, £)dW;(t) (7 — 76) 
dé; 一 (Ao (t, £) + А, (t, Ха. + B(t, E)d Wa (t) (7 kà 77) 


假设 初始 值 Xo,& 与 W(t), Wt 独立 ， 在 [0,7] Е, WNA 
ailt, x), A(t, z)a.s. ФЕЈ, bi(t, x), B(t,z)a.. 平方 可 积 ， 


infsecr B2(t,z) >С > 0,0 <t < T (7 — 78) 


并 且 B(t,z) 满足 Lipschitz ЖЕЕ CE, 


T 
Í Е|А, (t, €) X,ldt < oo (7 — 79) 
Ü 
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Е|Х < oot < T (7 — 80) 
T 
P( J A (t, Eri (X)dt < со} = 1 (7 — 81) 
0 
我 们 总 称 以 上 条 件 为 87.6 条 件 . 
7.1431 在 87.6 条 伴 下 , Ж P(Xo < аёо) X N (mom), 其 


中 加 过 co M 
Р(Х, < zo. Хь ST1 Ain © г. |27) 
为 正 态 分 布 ， 此 时 我 们 称 (Xn 60) AAFF Gauss 过 程 . 
文献 [2]ch.11 给 出 了 证 明 ， 这 个 引 理 的 证 明 相当 复杂 , 这 里 省 


去 ， 我 们 的 主要 结果 是 
7.15 定 理 在 .6 条 忻 下 ， 如 果 还 假设 


|а1(%ж)| < L, A(t z) < L 
T 
f Bost d+ ME < e (7780 
ü 
ElXol’ < бо 
并 且 Р(Х < а|&) 为 A (ma, 70), Yo < OQ, 记 TH = m [X ), 则 


аты = [ao(t, £) + a1 (#,£)ma]dt 


š ba(t, €) B(t, £) + AY (t, 8) 
B2(t, 总 


x |d& — (Ao(t, £) + A1 (t, €)mi)dt] (7 — 83) 
HF т = ВОХР) — mt, Wi 


— = 2m (t, Eyy + EE) +0060) 


_ (e OB(t, £) + зау (7 84) 


В(і,&) 
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证 明 特 一 般 滤波 方程 (7 一 30) 应 用 于 此 ， 即 今 
£ 
мх, = X + | H (а}дв + t; (7 — 85) 


其 中 


H(t) = oo(t, €) + а(%,ё&)һҺ, 
dz, = b(t, E)dW: (£) + ba(t, €)dW; (2) 


注意 到 W, W: 相互 独立 ， 有 


р, = 2520 >: = ba(t, &)B(t, £) 


而 (7—30) 式 的 Al, £) = A(t, £) + A(t, £) X,, РАЖ (7-83) ж. 
往 证 (7—84) Җ. 记 é, = E(X2|#Ë), Wl 


= à — m: 
由 (7 — 76) 式 及 Ito 公式 ， 我 们 有 


Ë 
X2= X2 + / 2Х,[ао(в, 6) 


十 321 (8, 了 有 的 + [n (a,8) + b2(s, ©)|дв + Ti (7 = 86) 


Í 
Я z, = f 2X,|b (s, €)dW, (в) + ba(s, E)AW2(2)]. Ж (7 — 86) 式 
写成 为 
А = | Bidet (7 — 87) 
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ңе: ћ, = А, Й, = 2100(6,6) + a1 (t, h] + [b1(t, €) + 607, ©] 相 
应 的 б, = 8 <2 7% = онь, е). XAR [2] 2 121 918, # 
BH (7 — 82) 3 EJ Pt UE 
Е (зор, «т ht) < оо 
从 而 使 得 ту, 都 是 平方 可 积 款 ， 应 用 一 般 滤波 方程 于 h, 得 到 
dó, = ке уте + 2а (s, ё)& + [bi (%, £) + b2(t,€)]) dt 


к B(t, 6) (от; (t, €) B(t, £) + A [E(h2] FÉ) 一 un) аў, 


而 由 (7 — 82) ЖЖ Но 公式 得 到 


тї = тї + / (2muloafs £) + аз(8,8)т,)) 
Ü 


P b OB(s,6) + w AÚ (a, ау а 


(s, 


t bals, OB(a,€) + т„»Аз(в.&) m 
+ | 271, та -: (s, É) dW, (7 — 88) 


从 而 由 = ó — m+ 得 到 
dx, = 2a(t, Eye + bi (t, E) + by (t, ©) 


_ (9209 + А кау 
B{t,£) 


4А (t,£) 
+ ру EOFS) -bm — ть]. (7—89) 


再 由 条 件 Gauss 性 ， 


E(h2|Z5) = 3m,ó, 一 Im? = aMMa + 27.78 
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于 是 (7 — 89) НА ЧЙ, 的 项 为 0 (7 — 84) 式 得 证 " 
87.7 ”可 列 状态 马 氏 过 程 的 滤波 


考虑 随机 过 程 (Xi, E) t < T, 其 中 不 可 观测 过 程 X, 是 状态 可 
列 的 马 氏 过 程 , 记 其 状态 空间 如 = {1,2,…]}. 而 可 观测 过 程 总 W 


足 
dée = Al Xr, Edt + B,(6)dW, (7 — 90) 


过 程 统 计 的 许多 问题 均 可 归结 为 这 个 模型 . 
假定 (7—90) 式 中 的 Ar B, 满足 通常 的 Lipschitz 与 线性 增长 
条 件 ， 而 且 


Egi < со 
T 
E f X?dt < оо 
以 上 条 件 ( 称 为 87.7 条 件 ) 保证 了 (7 一 90) 式 强 解 (G, Зу 的 
存在 ， 而 且 


вир, ет ЕЁ? < оо 
关于 (X) 的 滤波 问题 就 是 求 得 
milt) È Р(Х, = |7), іє E 
HERTE. HETER 
(Хх) Š Е(Х,] г) = Yinilt) 


ig F 


puls, t) = Р(Х, = ;|X, =з) 
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为 非 齐 次 马 氏 过 程 的 转移 概率 ， 根 据 马 氏 过 程 理论 ， 我 们 一 般 假 
设 pi; (s, t) 为 二 元 Lebesgue 可 测 ， 并 且 


lim pij (3,4) = ёз (7 — 91) 


其 中 ó;; 为 Kronecker 符号 ， (7—91) 式 的 意义 极其 明了 ， 此 时 我 
们 称 pile t) 为 标准 的 、 可 以 证 明 (文献 [9]pp432,433) 极限 
pilt, t + ó) — д; 
ы È jip Бе Ич 
存在 , 而 且 当 i 站 时， 上 述 极限 有 限 。 Луй) 就 是 过 程 在 时 刻 t 
由 宇 到 了 的 转移 密度 .转移 概率 pi; (a, t) ME Kolmogorov 前 向 方 
程 ， 


t 
p (8.1) = ӧ;; -f Ср;; (з, udu (7 一 92) 
其 中 
Сру(з,ч) = 5 Ar (upir(s, и) (7 ~ 93) 
k£ F 


而 p;(t) = Р(Х, =j) 满足 
Ё 
йр) Í Ср, (шўйи (7—94) 


其 中 
Cp;(u) = 5 Аку ш)р;(и) 


kE E 


它们 的 证 明 可 参考 文献 [9], 也 可 参考 文献 由 引 理 9.1. 


328 


7.163| 理 假设 (7-9) 式 成 立 ， 而 日 Ai < K < со. 5 
š 
5 = буу) — бхз — / Ax,il3)ds (7 — 95) 


Ж (21,71), < T ЭЖЕКЕГЕ. 

证 明 因为 zt| < 2+ KT, 故 过 程 怠 有 界 ， HJ X, 的 右 连 
续 ， 可 见 zi 右 连续 ， 

Ë t> s, FE 


7 А t 
21+ [ба | Ах, два) 
所 以 
А і 
ЕУ.) = 2) + Е к. -бы-[ х.да] 
H X, 的 马 氏 性 以 及 (7-92) 式 ， 
t 
E pz -sxs- | а 
і 
= Е xa — Óx,; 一 / Axas (u)dN|X, | 


t 
= pral) dx; - | УЗ palsu) 
s kEE 
с Ü 


D 
TITER 在 87.7 条件 下 ， 又 (7-91) 式 成 立 , WE Aztl < 
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K < оо, 则 验 后 概率 q(t) j € E ME 


{ t 
m; (t) = р; (0) +f Cai (yau + | a (S taw, 
(7 — 96) 
其 中 
Сти) = Y ` Ak; (wu)m;(u) (7 — 97) 
КЕЕ 
Аш) = 》 Aulk, Erlu) (7 — 98) 
kE FÉ 
而 (Wi Fi) 为 Wiener 过 程 ， 
déu 一 А„(&)ди Е 
WE 人 也 | 
证 明 由 ?7.16 引 理 
бх, = OXoi 十 Í Мх, (udu + zi (7 — 100) 


其 中 (ri, F) 为 平方 可 积 坎 ， 因为 fi 与 W 独立 , 故 < zi, W >: 
оет. № = xu W 
пө) = яф) + | 形 (da 
ü 


= к; s= Р — 
| B, (E) Mu (7 WD 
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其 中 
m (ó) = E(x, |F) = тї) 
m (À) = E(Ax.;(8)|Z$) = УХА, (з)ть(в) = Ст; (з) 


КЕЕ 
т(6А) = E|óx,;A,(X,,6)|7Z5] = А,(у,Е)лу(з) 
r (À) = E[A,(X,,0)|Z$] = 4,00) = Š ` A.G, E)r; (a) 
КЕЁ 


将 这 些 表达 式 代 入 (7 — 101) 式 便 得 (7 — 96) 式 . 口 
E: ШЖ (7 - 93) 式 中 的 A,(X,, £) ЖК Xe, WI m (t) = 
р;(Ф).(7 一 96) 式 便 是 Kolmogorov 前 向 方程 (7 — 94). 
将 (7—99) 式 关于 W, 的 表达 代入 滤波 方程 (7 — 96), 我 们 将 
得 到 可 数 维 的 过 程 系 I = {wj{t) : j e E) 满足 一 个 无 限 维 随机 微 
分 方程 的 系统 ， 


dz;lt, £) 
= [У а-о, 
EE 
00 Ereg Alk ©з) 
Be (6) 
x > Alk, €)zalt, ©] 
КЕЕ 


А; (2, £) a > КЄК Alk, ©)& (t, £) 


PAGE B? (E) 


d&g, j € Е (7 — 102) 


于 是 滤波 问题 的 解决 依赖 于 (7 — 102) 式 的 解 的 唯一 性 ,文献 [2] 
之 定理 9.2 指出 ， 在 解 过 程 满足 一 定 条 件 下 ， (7 - 102) 式 的 解 唯 
一 ， 从 而 可 以 在 实际 应 用 中 计算 它 . 


331 


现在 讨论 晤 佳 非 线性 内 播 问 题 . 
对 于 内 插 问 题 ， 主 要 的 是 要 求 得 验 后 概率 


л:(2,) Š Р(Х, = jIFE),s <t 


所 满足 的 方程 
7 18 定 理 在 87.7 的 条 件 下 ， 条 件 概率 mi(s, 满足 正方 各 
(а 固定 ) 


Ч.Т} (я, t) = Tils, B” (£) Уу, Arli, Еш; (t, 8) — Tj (t)! 
ЕЕ 


Ë — $ Aft, омо (T 一 103} 
ЕЁ | 

р wyls, t) Š Р(Х, = 176, Xa = j). ЙЕ 
下 面 给 出 的 例子 可 以 帮助 我 们 的 理解 
例 1 о р-р ji 的 随机 变量 ， 而 可 


观测 的 过 程 
а, = 0dt + dWi,éo = 0 


由 滤波 方程 (7-96) 式 ， 验 后 概率 та) = PW = Л) 满足 
drit) = (G дт — #00008: — (E+ (00 — Dd) mO) = Р 
特别 j= L, = 0 Bf, 
dr(t) = z(D( — ridé — z(t)dt],z(0) = p (7 — 104) 
+ ай) = 800, ЖР m 表示 相应 于 0 = i BHD oi = 0.1 那 
么 由 6.8 定理 之 (6 38) Ж, 
фи) = er 
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因而 

de(t) = p(t) dé (7 — 105) 
由 Bayes 公式 ， 我 们 可 证 明 ， 4 > < 1 BT, 


12-060) 


1+ 12-40) 


т(ё) = (7 — 106) 
EKE, & (els <) Em (O, F, Р) 到 (С, Be, pe) 的 可 测 映 
射 ， 其 中 Ct = С([0,4]), йт p(B) = P(E € B),B € B, 记 


T(t,z) = Р(@ = 1|€§ = zt) 


这 里 >t — {т € C{[0,t]) : Vs < É, z, = z) 由 于 (o : & = zt) 为 原 
+. i 


P@= Lwia = f (bdP 


т 
{ш:{*<=х*} 


= m(t)P(2 : £ = xt) 
因此 


Р(9 = 1, = 22) 


ти) = Р = zt) + (1 — p)P(8ë = zt) 


_ pin ([z)) 
pme) + (1 — рурат) 
_ рд 
р) + (1 — p) 
(7 — 106) 式 得 证 . 
符 别 指出 ， 验 后 概率 TOR 900) 为 在 检验 简单 假设 ， 吕 ， 
9 = 0, H, : 0 = 0 问题 中 的 充分 统计 量 
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例 2 考虑 某 系 统 的 电子 元 件 的 工作 寿命 0, 假定 它 服从 参数 
Ж 入 的 指数 分 布 ， 即 
1—e* t20 


P(0 <) = 
0, t< 0 


A 0, = Lace, 00, ERR 0,1 8418 By pik НКЕ, 0: = 0, 
表示 正常 ， 上 入 = 1, 表示 失效 .转移 概率 
puls, t) = P(t = 0, = š) 

转移 概率 密度 

№300) = lim х [p;; (t, t + ó) — diz] 
于 是 可 算得 

Мо = А, Ау = А, Мо = Ап = 0 
如 果 Р(60 = 1) = р, Р(& = 0) = 1 — р. [ЙИН БЕЛӘЧ Ж 


t 
Ei = [ 0,ds + W,, ё = Ü 
0 


则 验 后 概率 
т{@) = P(0, = 1\7) = POO < 427) 
为 外 WWA E (2,0 所 5 世相 的 最 小 均 方 误差 估计 ， 根 据 7.19 
定理 ， 它 满足 
dr(t) = Ar(t)dt + z(t)(1 — z(t))(d6, — 7 (t}dt), 7(0) = p 
这 是 因为 ernlt) = Ат(#), A, (б, È) 一 fe, A1, £) = 1, A,(0, £) = Ü, 
并 且 A£) = a(t), B,(6) = 1. 
Еа F EB ЕЧ ЖН РИШ ЭЛЧЕ h [2]89.2, 59.3. 
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578 ”扩散 型 过 程 偏差 系数 的 估计 


在 数理 金融 学 中 ， 我 们 假定 股票 价格 S, 服从 经 济 Brownian 
运动 ， 也 即 
15, = БМ pdt 十 сай.) 


RP и 是 期 望 收益 率 ，o 称 为 波动 率 ， BARRETTE л 的 
值 ， 但 是 对 于 市 场 的 观测 ， 估 计 上 与 c 是 必要 的 . 
设 0 为 未 知 参数 ， 而 扩散 过 程 


d£, 一 Ba, (£)dt + дие, Èo =0 (7 = 107) 


其 中 (Ил) X Brownian 23), a,(z),0 < t < T,z є CIOT] 为 可 济 
的 适应 泛 函 , 研究 包含 在 偏差 系数 中 的 参数 6 依 观 测 ¿T = (6,,t < 
T) 的 估计 . 

BEZE as(z) 满足 


T T 
Р» (/ a (Ejdi < = = Р, / а (W)dt < х) = 1 (7 — 108) 
0 


为 了 强调 上 对 0 的 依赖 ， 记 为 总 . 由 6.8 定理 , 在 (Ст, Вг) 上 
的 测度 VB € Вг, (В) Š Р(##є B) 与 pw() З, R 


d T T 
00 = exp fef (5), 一 f өз) (7 — 109) 


于 是 系数 8 的 极 大 似 然 估计 fre 由 下 式 给 定 ， 


0т(6) = =r (7 — 110) 
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下 面 讨论 这 个 极 大 但 然 估计 的 性质. 
7.19 定 理 [Bi V — oo < 0 < 8, < оо, 有 
T 
supg, <9<9, / Ealt (et jdt < оо (7 — 111) 
0 
T 一 4 
SUP gege Е (/ а? езг) < бю (7 сс 112) 
0 


则 估计 的 偏差 br(0) Š Er) — 0) 和 均 方 误差 
Br(0) 2 E(8+(65) – 0)2 满足 : 


T —l 

br(0) = SE у a? езг (7 — 113) 

T —1 
Br(9) = Е | | ген) 
d? T м 
+E (/ T) (7 — 114) 
É) 

我 们 需要 下 面 的 引 理 : 


7.20 引 理 设 对 任意 的 -oo < 0, < № < oo, Br ЕГЕ 
ó(z) ME supa, <e<6; EEY) < co. ШЖ 


T 
SUP cage E | añ (£f dt < DO (7 = 115) 
Ü 
则 25049) xf 0 STK, H. 


Я кв?) = E 4 ó(#9) [ • (£?)dW (7 — 116) 
48 =; М Ё 8 


ll 


1 Г at)am - + Í в (W) ar) 


对 8 aik, H 


T T 
ови) -{ [ опат -o f iwar} #8, W) 


于 是 由 Radon-Nikodym 定理 


Еб(6%) — Ed(E®) 
= Eó(W) [é(0;, W) – Ah, W)] 


Bx T T 
= Es(W) J | / a,(W)dW, — 0 / бај (0, W)d0 
根据 引 理 的 假定 
йл | T T 
| Б) | / a,[W)dW, — ө / «а, ide 


#2 T 
= f ESCE?) f а (Є°)ауй,| 46 
ё} ü 


#5 T } 
< / Ez f «а 40 < oo (7 — 117) 
ĝi 0 


因此 ， 由 Fubini 定理 
#2 T T 
Eš(W) J | f a, (W) dW: — 6 Í (wat 2(0,W)d0 


йз т T 
u / Е5(Е?) П а‹(И7) И, — 6 / T 600, иг)д 
81 0 Ü 


: Í "alae Í i чуан } де 


那么 
Bs T 
Е6(®%) 一 Elg") = Í 2 J меат dê (7 — 118) 


这 表明 ESE) 关于 8 绝对 连续 ， 
往 证 (7-118) 式 中 的 


т 
EB(é®) { ale dW: 


T т 
ве Гез -of ден) 


еж. іа 
T 
6,027) = á(e) Í a (6) dt 


T 
500) = á(e) Í а2(ё°) dt 


T 
Bó(6) | f a ,(£?)dW,| = Ed (£f) — 0Eóx(8°) (7-119) 





正如 前 面 对 Еб(&°) 的 证 明 ， 我 们 只 要 证 明 


supg сос, Pó, (8) < со,1 = 1,2 (7 — 120) 


便 知 EAE 绝对 连续 ， 从 而 连续 . 利用 引 理 的 条 件 以 及 由 Ito 会 
式 导 出 的 不 等 式 ， 


T $ T 
б 4 =й 
Е | / aa jaw) < 36T / Eat (ëf jdt 
可 以 证 明 (7 — 119) <, TE Eó.(82) 连续 ， 这样 由 {7 — 118) Ж. 


(7 — 116) 式 便 得 证 . 口 
7.215188 设 (z) 为 BT 可 测 ， 且 对 性 意 的 负 < 8, 


Supa, сев, BS (E) < оо (7 — 121) 


Т 
зир, «00. Е | (Ed < оо (7 — 122) 
0 
则 函数 ESE) 对 8 二 次 可 微 ， 且 


2 8 T Ё T 
2 -ao ( Í aam) ~ {| “ena: 


(7 — 123) 
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证 明 由 (7-118) 式 及 (7-119) 式 ， 
2 рве) вЫ) 
如 同 720 引 理 的 证 明 ， 我 们 只 要 证 明 
впро, «048, Еб) < оо 


而 这 可 由 引 理 的 条 件 ， 运 用 Holdër 不 等 式 导 出 ， 留 给 读者 .日 
定理 7.19 的 证 明 由 (7-110) 式 及 (7-107) R., 


f a,(£)dW; 


一 
/ а; (€)dt 


ёт(Е) = 0 + (7 — 124) 


因此 偏差 


f a, (£ )аИ^, 


br(0) = E | 全 (9) m J = p 
f «еа 


而 由 (7-119) 式 则 得 


(7 — 113) ATHE. 


其 次 ， 由 (7-124) 式 


Вт(8) = E [êr – 0) 


[аен аен 


而 由 7.21 5188 


T —3 
dE | / “ш 
d8? 


= [че b | онна) а [ aoa) 


1 


= Br(0) — E | f Ë cd 
D 


这 就 是 (7-114) 式 . 口 
特别 当 7.19 定理 中 的 al = 6, 时 ， 满 足 
d£, = BEdt 十 dW, Éo 一 0 


的 过 程 (E) 称 为 是 Gaus 马 氏 过 程 ， 此 时 


Р 
2 f &4ё, ё2 = T 
Өт(&) = Ба ш = 


Í E? dt i 2 / Edt 





(7 — 125) 


文献 [2] 的 813.4 证 明了 上 述 极 大 似 然 估计 0.00) 是 强 相合 的 个 
H, EN 
Р(Штғ-оо Pr (£) =0)=1 


文献 9 之 513.5 还 给 出 了 二 维 Gauss 马 氏 过 程 的 参数 估计 . 

在 结 划 本 书 之 前 ， 我 们 要 指出 由 于 篇 幅 的 限制 ， 本 书 不 可 能 
将 丰富 的 随机 分 析 内 容 包 罗 殉 尽 . 对 于 著 论 与 随机 积分 , 特别 对 于 
非 过 续 ( 带 跳 ) 半 块 的 更 深刻 的 内 容 可 见 文献 [1 ГР Malliavin 
Calcus 可 见 文献 [4], 对 于 在 过 程 统计 上 的 应 用 可 见 文献 [2], 对 于 
随机 分 析 在 随机 控制 ， 最 优 停止 以 及 数理 金融 方面 的 应 用 可 见 文 
献 [6]. 
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